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HamecTo npenrosop

Zagetocite na teorijata na verojatnost datiraat od sedumnaesettiot
vek so prepiskite pomegu dvajcata golemi Francuski matematiqari
Blez Paskal (Blaise Pascal) 1 Pjer de Ferma (Pierre de Fermat) okolu dva
problema povrzani so igrite na sreka. Osnovite na teorijata na vero-
jatnost gi postavuva ruskiot matematigar Andrej Kolmogorov vo 1933
godina so aksiomite so kol se postavuva prostorot na verojatnost.

Ovoj ugebnik e namenet, pred sg, za predmetot Verojatnost, kako
i zadel od predmetot Verojatnost i statistika za studiite od prv cik-
lus na Fakultetot za informatigki nauki i kompjutersko in enerstvo.
No, isto taka, mo e da se koristi 1 za site predmeti od tehnigkite
studii od prv i vtor ciklus, vo koi se 1zuquvaat izbrani poglavja od
teorijata na verojatnosta. Na krajot od ugebnikot e daden i dodatok
vo koj se dadeni dokazi na nekol potexki teoremi, pa zatoa ugebnikot
mo e da se koristi i1 za soodveten predmet na studii po matematika.

Ugebnikot se sostoi od getiri glavi: Prostor na verojatnost,
Slugajni promenlivi, Brojni karakteristiki na slugajni promenlivi
i Granigni teoremi.

Na pogetokot na prvata glava se defFiniraat poimite eksperi-
ment 1 slugaen nastan i se dava statistigkata definicija na vero-
jatnost. Se definira mno estvo na slugajni nastani 1 operacii so
slugajnite nastani. Potoa, se voveduva aksiomatikata na Kolmogorov
i se definira prostor na verojatnost (2, 7, P), kade Xto 2 e mno estvo
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elementarni nastani, F e s-algebra od podmno estva od Q, a P e funk-
cija na verojatnost. Se definira diskreten prostor na verojatnost,
se dava klasiqgna definicija na verojatnost, geometriska definicija
na verojatnost, uslovna verojatnost, nezavisnost na nastani i Bernu-
lieva xema.

Vo vtorata glava od ugebnikot e definiran poimot slugajna
promenliva. Posebno se razgledani slugajnite promenlivi od diskre-
ten 1 apsolutno-neprekinat tip. Se definiraat 1 slugajnite vektori
kako povekedimenzionali slugajni promenlivi, i nivni karakteris-
tiki, marginalni raspredelbi. Se voveduva poimot nezavisnost na
slugajni promenlivi, kako i Funkcii od slugajni promenlivi.

Vo tretata glava se definiraat nekol osnovni brojni karakte-
ristiki na slugajni promenlivi, i toa: matematigko ogekuvanje, dis-
perzija, momenti na slugajni promenlivi i slugajni vektori.

Vo getvrtata glava, najprvo se voveduva karakteristigna funk-
cija na slugajna promenliva. Potoa, se definiraat nekolku vidovi na
konvergencija na slugajni promenlivi. Na kraj se dadeni nekolku teo-
remi koi go pretstavuvaat zakonot na golemite broevi i centralnata
granigna teorema (teoremata na Linderberg-Levi).

Na krajot od ugebnikot e daden Prilog vo koi se dadeni dokazi
na nekoi potexki teoremi koi ne se predavaat vo kursot po verojatnost
i kol se pred sé nameneti za podobrite studenti koi sakaat samostojno
da go prodlaboquvaat svoeto znaenje.

Bi sakala da ja iska am mojata golema blagodarnost do recen-
zentite za detalnoto qitanje na trudot 1 korisnite zabelexki koi se
sostaven del na ovoj ugebnik.

Od avtorot



I'maBa 1

IIpocTop Ha BepojaTHOCT

1.1 ExcmepumeHTH M HacTaHU

Sekoja realizacijanamno estvo uslovi S se narekuva onum il
excnepumenm. Vakvoto opredeluvanje na poimot eksperiment napolno
odgovara i za takanaregenite pasivni eksperimenti (vo koi gqovekot
ne vlijae) i za takanaregenite aktivni eksperimenti (koi govekot gi
organizira i sproveduva so odredena cel).

ITpumep 1.1 Da gi razgledame slednive primeri na eksperimenti.

a) Edna moneta se frla vo vozduh i1 po nejzinoto paganje na zemja, na
gornata strana od monetata mo e da se pojavi ,petka“ ili ,glava‘. So
Frlanjeto na monetata sme izvrxile eden eksperiment i kako rezultat
na toj eksperiment mo e da se dobie eden od slednive ishodi: ,na gor-
nata strana od monetata se pojavi petka“ ili ,na gornata strana od
monetata se pojavi glava®.

b) Ako voda se zagreva na 100 °C, togax taa ke pogne da vrie. Ovde e
izvrxen eden eksperiment (zagrevanje na voda) i kako rezultat na toj
eksperiment se javuva ishodot — ,vodata vrie®.

v) Ako se proveruva ispravnosta na proizvodite vo edna Fabrika, to-

3
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gax se zema po eden proizvod, se proveruva negoviot kvalitet i se
utvrduva dali e ispraven il1 ne. Znaqi, eksperimentot e proverka na
kvalitetot, amo ni ishodi se: ,proizvodot e ispraven* i ,proizvodot
ne e ispraven®.

g) Se sproveduva test za da se proveri znaenjeto na ugenicite. Ocenu-
vanjeto na testot se pravi so poeni od 0 do 100. Togax eksperimentot
e ocenuvanje na eden ugenik, a mo ni ishodi se — ,uqgenikot osvoi i
poeni*, kade xto i =0,1,...,100.

Sekoj rezultat (ishod) od eksperimentot S se narekuva wacman
vo vrska so eksperimentot S. Nastanite se obele uvaat so golemi
pegatni bukvi od latinicata: 4, B, C, ...Eden eksperiment mo e da
bide deterministigki 1 nedeterministigki. Ako ishodot na eden eks-
periment e odnapred poznat, togax toj eksperiment e deterministigki,
vo sprotivno, ako ishodot ne mo e so sigurnost da se znae odnapred,
toj eksperiment e nedeterministigki. Na primer, eksperimentot so
zagrevanje na voda e deterministigki. I'meno, poznato e deka ako voda
se zagreva, taa ke pogne da vrie na 100 °C. Od druga strana, ostanatite
eksperimenti vo primer 1.1 se nedeterministigki. Taka, ako se frla
moneta vo vozduh, togax ne mo e so sigurnost da se ka e koj ke bide
ishodot na toj eksperiment.

Pri podlaboko prouquvanje na prirodnite 1 opxtestvenite po-
javi se zabele uva deka postojat sosema malku zakoni koi se strogo de-
terministigki. Najgolem del od eksperimentite vo sebe go vkluguvaat
elementot na slugajnost. Vo teorijata na verojatnosta se naojaat za-
konitostite za nastanite koi se rezultat na eksperimentite koi imaat
neednoznagen ishod. Imeno, 1 kaj eksperimentite so neednoznagen is-
hod se vooquvaat odredeni zakonitosti.

IIpumep 1.2 Da go razgledame povtorno eksperimentot frlanje moneta
i nastanot A: ,padna petka“. Ako eksperimentot se izveduva ednax,
togax ne mo e so sigurnost da se ka e koj ke bide negoviot ishod.
Zatoa, neka se izvedeni 8 serii od po 1000 eksperimenti pod ednakvi
uslovi.
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So n;(A) se oznaquva brojot na eksperimen-
tite od ; - tata serija vo koi se pojavil

nastanot A. Rezultatite od ovie osum i | ni(A) nif)A)
serii se pretstaveni vo tabela dadena 1| 502 | 0502
desno. Vo poslednata kolona se dadeni 2| 504 | 0504
vrednostite na kolignikot M, kade xto 3| 492 | 0.492
n e brojot na izvedenite eksgerimenti VO 4| 500 | 0.500
edna serija. Vo naxiot sluqgaj, n = 1000. 5| 510 | 0.510
Mo e da se vooqgi deka site vrednosti vo 6 | 490 | 0.490
ovaa kolona se blisku do 0.5. Pritoa, ako 7| 493 | 0.493
brojot na eksperimentite vo edna serija 8| 509 | 0.509

se zgolemuva, togax toj kolignik se prib-
i uva sé poveke do 0.5.

Nastanot A vo vrska so eksperimentot S se narekuva caywaen
nacman, ako se ispolneti slednite dva uslova:

1° Eksperimentot S mo e da se povtori pri isti uslovi kolku xto
sakame pati;

2° Relativnite frekvencii na nastanot A, vo sekoja od poveke izve-
deni serii eksperimenti, se broevi kol se pribli no ednakvi.

Toa znagi deka ako se izvedat serii od po ny, no,..., ny eksperi-
menti, togax:
nl(A) - TLQ(A) ~ nk(A)
ni1 no Tk
. -. n(A) - . . .
Relativnata frekvencija —— vo edna serija eksperimenti e
n

pribli na objektivna merka za mo nosta za pojavuvanje na nastanot
A. Megutoa, relativnite Frekvencii za razligni serii eksperimenti
se razlikuvaat pomegu sebe. No, sepak tie se natrupuvaat okolu nekoj
realen broj. Realniot broj okolu koj se natrupuvaat relativnite
Trekvencii na nastanot A se narekuva cmamucmuuxae (111 emnupucka)
verojatnost na nastanot A.
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Uslovot 2° obezbeduva statistigka stabilnost (nepromen-
livost) na relativnite frekvencii, a uslovot 1° obezbeduva proverka
na uslovot 2°. Vo praktikata, slugajni nastani se nastanite za koi se
ispolneti uslovite 1° 1 2°, a nivnite verojatnosti se opredeluvaat,
vo opxt slugaj, so statistigki metodi. Postojat mnogu malku vidovi
na eksperimenti koi ovozmo uvaat opredeluvanje na verojatnosta so
strogo matematigki metodi.

Za sekoj eksperiment S mo e da se razgledaat dva specijalni
nastana.

Cueypen nacman VO Vrska so daden eksperiment e nastanot koj
se pojavuva pri sekoja realizacija na toj eksperiment. Hesosmoxcen
nacmar VO Viska so daden eksperiment e nastan Xto ne se pojavuva
nikogax pri realizacija na dadeniot eksperiment.

ITpumep 1.3 Da gi razgledame slednite eksperimenti 1 nastanite vo
vrska so niv.
a) Neka eksperimentot e Frlanje kocka. Se razgleduvaat nastanite:

A;: padna broj od 1 do 6, A,: padna brojot 7.

b) Eksperimentot e izvlekuvanje na topge od kutija vo koja ima
5 beli topginja. Se razgleduvaat nastanite:

Bj: izvleqgeno e belo topge, By: izvlegeno e crno topge.

v) Eksperimentot e ocenuvanje na slugajno izbran ugenik. Se
razgleduvaat nastanite:

C; : ugenikot dobi ocenka od 1 do 5,
Cy : ugenikot dobi ocenka 12.

Nastanite A;, B; 1 C; se javuvaat pri sekoja realizacija na
soodvetniot eksperiment, pa tie se sigurni nastani. Od druga strana,
nastanite A,, Bs 1 Cy ne se pojavuvaat nikogax pri realizacija na
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soodvetniot eksperiment, xto znaqi deka tie se nevozmo ni nastani.

Ako eksperimentot S se izveduva n pati, togax sigurniot nas-
tan ke se pojavi n pati, a nevozmo niot se pojavuva O pati. Ottuka,
relativnata zagestenost na sigurniot nastan e ™ _1, a na nevozmo -

n

. 0 . . . . .
niot nastan o= 0. Ova va 1 za sekoja serija eksperimenti S. Taka,
sigurniot 1 nevozmo niot nastan gi zadovoluvaat uslovite 1° 1 2°,
xto znaqgi deka 1 tie se slugajni nastani.

1.2 MamuoskecTBo esteMenTapHu Hactaau. CiydajEu HacTaHu

ITpumep 1.4 Da go razgledame eksperimentot frlanje kocka. Nekoi od
mo nite nastani vo vrska so ovoj eksperiment se slednive:

A: padna paren broj; E5: padna brojot 3;
B: padna broj deliv so 3; E,. padna brojot 4;
E;: padna brojot 1; E5. padna brojot 5;
E,: padna brojot 2; Es: padna brojot 6.

Da voogime deka nastanot A se pojavuva ako se pojavi eden od
nastanite E,, £, ili Eg, a nastanot B se pojavuva ako se pojavi nastanot
Es; 111 ako se pojavi Eg. Znagi, nastanot A mo e da se razlo i1 na
nastanite E,, E; 1 Eg, a nastanot B mo e da se razlo 1 na nastanite
Es 1 Fg.

Od druga strana, nastanite Fy, E,, Es5, E4, E5s 1 Es nemo e da se
razlo at na drugi nastani. Zatoa, tie nastani gi narekuvame elemen-
tarni nastani. Elementarnite nastani ke gi oznaguvame so simbolot
E so indeks 1,2,...
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Iepuaunuja 1.1

Eaemenmapen wacman VO Vrska so daden eksperiment e sekoj
logigki ishod koj ne mo e da se razlo i na drugi nastani.
Pritoa, pri sekoja realizacija na eksperimentot se pojavuva
eden i samo eden elementaren nastan.

Mno estvoto od site vakvi nastani vo vrska so eden eksperi-
ment se narekuva mmoxcecmeo eaemenmapny nacmany 1 S€ 0Z-

naguva so Q.

ITpumep 1.5 Eksperimentot se sostoi vo frlanje kocka. Pri sekoja
realizacija na eksperimentot se pojavuva eden 1 samo eden od nasta-
nite £,, By, Es, E4, E5s 1 Es. Zatoa mno estvoto elementarni nastani
vo vrska so ovoj eksperiment e

Q= {E17E2)E3)E47E5)E6}'

ITpumep 1.6 Eksperimentot se sostoi vo Frlanje na dve moneti. Pri
Frlanje na edna moneta, mo en ishod e ,padna petka“ ili ,padna glava“
(ke pixuvame kratko ,petka“ ili ,glava“‘). No, eksperimentot se sos-
toi od frlanje na dvete moneti zaedno, pa mo nite ishodi ke bidat
podredeni parovi, kade xto prviot element ke go oznaquva ishodot na
prvata moneta, a vtoriot element — ishodot na vtorata moneta. So
drugi zborovi, mno estvoto elementarni nastani e slednovo:

Q = {(glava, glava), (glava, petka), (petka, glava), (petka, petka)}.
ITpumep 1.7 Neka eksperimentot e Frlanje moneta sé dodeka ne se

pojavi petka. Mno estvoto elementarni nastani e od oblik Q =
{FE1, Es,...}, kade xto E; = (petka), E, = (glava, petka), itn. Vo opxt
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sluqaj, za Fiksno : =2 3,..., elementarniot nastan

E; = (glava, glava,. .., glava, petka)

i—1

i toj se pojavuva ako vo prvite :—1 Frlanja na monetata se pojavi glava,
a vo i-toto Frlanje se pojavi petka. Vo ovoj slugaj, mno estvoto ele-
mentarni nastani e beskoneqgno prebrojlivomno estvo, bidejki teoret-
ski eksperimentot mo e nikogax da ne zavrxi.

ITpumep 1.8 Se nabljuduva vremeto na neprekinata rabota na nekoja
maxina. Elementani nastani za ovoj eksperiment se:

E, : maxinata raboti vreme ¢, t e 0,77,

kade xto T e maksimalniot (garantiran) vek na rabota na nabljudu-
vanata maxina. Ottuka, mno estvoto elementarni nastani za ovoj eks-
periment e:

Q= {Ft €0,T]}.

Vo ovoj sluqgaj, 2 e beskonegno neprebrojlivo mno estvo.

Od prethodnite primeri mo eme da vooqime deka zavisno
od eksperimentot, mno estvoto elementarni nastani mo e da bide
koneqgno, beskonegno prebrojlivo ili beskonegno neprebrojlivo mno-

estvo.

Vo Primer 1.4 zaklugivme deka nastanot A se pojavuva ako se
pojavi eden od nastanite F,, E, i1l Es, a nastanot B se pojavuva ako
se pojavi eden od nastanite E; ili Es. Ottuka, nastanite A 1 Bmo e
da se zapixat na sledniov naqin: A = {E,, E4,Es}, B = {E3,Es}. Da
voogime deka nastanite A 1 B se pretstaveni kako podmno estva od
mno estvoto elementarni nastani (.
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lepunaunuja 1.2

Cayuaen nacmarn € proizvolno podmno estvo od mno estvoto
elementarni nastani Q.

Ke velime deka se pojavil nastanot A, ako se pojavil nekoj od
elementarnite nastani kol pripajaat na podmno estvoto ele-
mentarni nastani soodvetno na nastanot A.

ITpumep 1.9 Neka eksperimentot e Frlanje na dve moneti. Da se opixe
nastanot C: barem ednax padna petka.

Pemenue: Nastanot C ke se pojavi ako na edna od monetite padne
petka, a na drugata glava ili ako na dvete moneti padne petka, t.e.

C = {(glava, petka), (petka, glava), (petka, petka)}.

O

ITpumep 1.10 Eksperimentot se sostoi vo Frlanje na dve kocki. Da se
opixe mno estvoto elementarni nastani i slednive slugajni nastani:

A: na dvete kocki padna paren broj;

B: na prvata kocka padna paren, a na vtorata neparen broj.

Pemenue: Mno estvoto elementarni nastani za ovoj eksperiment ke
se sostoi od podredeni parovi (z,y), kade xto z e ishodot na prvata
kocka, a y - ishodot na vtorata kocka, =,y € {1,2,3,4,5,6}. Ottuka,

Q= {(xvy”l’y € {1a 273a475a6}}~

Za nastanot A se dobiva slednovo: A = {(z,y)lz,y € {2,4,6}} 111 vO
razviena forma

A={(2,2),(2,4),(2,6),(4,2), (4,4), (4,6), (6,2),(6,4), (6,06)},
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a za nastanot B imame: B = {(z,y)|z € {2,4,6},y € {1,3,5}} 1l1i
B=1{(2,1),(2,3),(2,5),(4,1),(4,3),(4,5),(6,1),(6,3), (6,5)}.
O

Sigurniot nastan se pojavuva sekogax koga se realizira ekspe-
rimentot, t.e. sekoj elementaren nastan doveduva do negovo pojavuvanje.
Zatoa, toj se oznaquva so Q2. Nevozmo niot nastan, pak, ne se pojavuva
nikogax koga se realizira eksperimentot, odnosno nieden elementaren
nastan ne doveduva do negovo pojavuvanje. Ottuka, nevozmo niot nas-
tan ke go oznaquvame so (.

Iepunaunuja 1.3

IIpouseod wa nacmanume A 1 B e nastan koj se pojavuva togax i
samo togax koga ke se pojavat i dvata nastana A i B. Toj nastan
e opredelen so mno estvo elementarni nastani xto e presek od
mno estvata elementarni nastani na nastanot A 1 nastanot B.
Proizvodot na dva nastana A 1 B se oznaquva so ANB ili AB.

ITpumep 1.11 Neka eksperimentot e frlanje kocka. Gi razgleduvame
nastanite:

A: padna broj pomal ili ednakov na 3;
B: padna broj deliv so 3;

C: padna broj pogolem od 4.
Da se opredeli proizvodot na nastanite A 1 B i proizvodot na nasta-
nite A1 C.

Pemenue: Nastanite A, B i1 C se opixuvaat na sledniov naqin:

A={E\,Es>,E3}, B={E3 Es}, C={FEs, Es}.
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Nastanot An B oznaquva deka se pojavil broj koj e pomal 111 ednakov
na 3 1 deliv so 3, pa taka An B = {F;}. Nastanot AnC oznaquva deka
se pojavil broj koj e pomal ili ednakov na 3 1 pogolem od 4, xto e
nevozmo no. Znagi, nastanite A i C nemo e da se pojavat istovremeno,
te. ANC=0. O

Iepununuja 1.4

Ako dva nastana A i B ne mo e da se pojavat istovremeno togax
tie se narekuvaat oducjynkmuu wacmanu. NiIvniot proizvod e
nevozmo en nastan, te. ANB = 0.

leounaunuja 1.5

36up na nacmanume A 1 B e nastan koj se pojavuva togax i samo
togax koga ke se pojavi barem eden od nastanite A ili B. Toj
nastan e opredelen so mno estvo elementarni nastani Xto e
unija od mno estvata elementarni nastani na nastanot A i nas-
tanot B.

Zbirot na dva nastana A i B, vo opxt slugaj, se oznaguva so
AU B. Dokolku nastanite A i B se disjunktni, togax nivniot
zbir ke go oznaquvame so A + B.

Koga se veli deka se pojavil barem eden od nastanite A ili B,
togax se podrazbira deka se pojavil ili samo nastanot A ili samo
nastanot B i1li 1 dvata nastana istovremeno.

Ako nastanite A 1 B se disjunktni, togax istovremeno pojavu-
vanje na dvata nastana e nevozmo no, pa pojavuvanje na nastanot AU B
podrazbira deka ke se pojavi ili samo nastanot A, 111 samo nastanot
B. Zatoa, vo ovoj sluqgaj, za zbir na dva nastana se koristi oznakata
A+ B. Znaqi, A+ B=AUB , ako AB = 0.
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ITpumep 1.12 Opredeli go zbirot na nastanite A 1 B; kako 1 na nas-
tanite A 1 C, ako A, B 1 C se nastanite definirani vo primer 1.11.

Pemenue: Nastanite A, B i C se opredeleni so: A={FE,E;,E3}, B=
{Es,Es}, C ={Es, Es}. Nastanot AU B oznaquva deka ke se pojavi broj
pomal od 3 ili broj deliv so 3, 1 toj mo e da se opixe na sledniov
naqin:

AUB = {E\, Es, E3, Eg}.

Nastanot AU C oznaquva deka ke se pojavi broj koj ne e pogolem
od 3 ili broj koj e pogolem od 4. 01sto taka, vo primer 1.11 vooqgivme
deka nastanite A i C se disjunktni. Ottuka, za nivniot zbir se dobiva
A+ C ={E\, Fs, Es3,E5, Eg}. O

lepununuja 1.6

Sprotiven nastan na nastanot A4 e nastanot koj se pojavuva to-
gax i samo togax koga ne se pojavuva hastanot A. Ovoj nastan se
oznaquva so A. Mno estvoto elementarni nastani na nastanot
A e komplement na mno estvoto elementarni nastani soodvetni
na nastanot A vo odnos na . Za sekoj nastan A va 1i:

ANA=0, AUA=Q.

ITpumep 1.13 Opredeli gi sprotivnite nastani na nastanite A i B od
primer 1.11.

Pemenue: Nastanot A nema da se pojavi, ako se pojavi eden od nas-
tanite E;, E5 ili Eg pa zatoa A = {E,, FE;5,Es}. Soodvetno, B =
{E1, Bs, Ey, Es}. U
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Hedbuaunuja 1.7

Pazauxa wa wacmanume A 1 B e nastan koj se pojavuva togax
i samo togax koga ke se pojavi nastanot A4, a ne se pojavuva
nastanot B. Toj nastan e opredelen so mno estvo elementarni
nastani xto e razlika od mno estvata elementarni nastani na
nastanot A i nastanot B.

Da vooqime deka soglasno so prethodnite oznaki, razlikata na
nastanite A i B e, vsuxnost, nastanot AB.

IIpumep 1.14 Vo primer 1.11, razlikata na nastanite A i B e oprede-
lena so AB = {E,, E>}.

Hedununuja 1.8

Nastanot A go povlekuva nastanot B (pixuvame A C B), ako
sekogax koga se pojavuva nastanot A se pojavuva i nastanot B.

ITpumep 1.15 Da go razgledame povtorno eksperimentot frlanje na
dve moneti. Neka

A : padna togno edna glava; B : padna barem edna glava.

Mo e da se vooqi deka sekogax koga ke se pojavi nastanot A4 se pojavuva
i nastanot B, te. AC B.

Hedununuja 1.9

Ako AC B 1 B C A, togax za nastanite A 1 B velime deka se

eoHaKau.
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Bidejki slugajnite nastani se podmno estva od mno estvoto
elementarni nastani vo vrska so eden eksperiment, za operaciite so
nastani va at istite zakoni kako za operaciite so mno estva. Nekoi
od niv, koi ke gi koristime vo ponatamoxnite izlaganja se slednive.

Distributivnite zakoni: De Morganovite zakoni:
A(BUC)=ABUAC AUB=ANB
(AU B)C = ACUBC ANB=AUB

Ponatamu, ke gi obopxtime deFiniciite za zbir i1 proizvod na

poveke od dva nastana.

lepunaunuja 1.10

36up wa nacmarwume A1, As,..., A, € nastanot koj se pojavuva to-
gax i samo togax koga ke se pojavi barem eden od nastanite A,
As,..., A,. Ovoj nastan se oznaquva SO A; UA, U---UA,, a ne-

govoto mno estvo elementarni nastani e unija od mno estvata
elementarni nastani soodvetni na sekoj od nastanite A4;, A,,...,
A,.

Jepununmja 1.11

IIpoussod na nacmanume A;, As,. .., A, € nastanot koj se pojavuva
togax 1 samo togax koga ke se pojavat istovremeno site nastani
Ay, As,..., A,. Ovoj nastan se oznaquva SO A; N Ay N---N A,
(ili A1A5...A), a negovoto mno estvo elementarni nastani e
presek od mno estvata elementarni nastani soodvetni na sekoj
od nastanite A;, A,,..., A,.

3abesemka 1.1 DeFiniciitezazbir i proizvod nanastani mo e dase
obopxtat i za prebrojlivo mnogu nastani. Bmeno, zbir na nastanite
A1, As,...e nastanot koj se pojavuva togax i samo togax koga ke se
pojavi barem eden od nastanite A4, A4,,..., a niven proizvod e nastanot
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koj se pojavuva togax i samo togax koga ke se pojavat istovremeno site
nastani A4;, A,,...

ITpumep 1.16 Vo cel se strela tri pati. Se razgleduvaat nastanite
Ay, Ay T A3 kol oznaquvaat pogoduvanje na celta vo prvoto, vtoroto i
tretoto strelanje, soodvetno. So pomox na ovie nastani, da se opixat
slednive slugajni nastani:

B: postignati se tri pogodoci;
celta e tri pati promaxena;
postignat e barem eden pogodok;
postignato e barem edno promaxuvanje;
postignati se ne poveke od dva pogodoka;

Q@ 3% BT Q

do tretoto strelanje nemalo pogodok.

Pemenue: Nastanot B ke se pojavi ako se pojavat site tri nastani A4,
A, T Az, Istovremeno. Ottuka, B = A, 4,A4;.

Nastanot C ke se pojavi ako ne se pojavi nieden od nastanite 4,
Ay 1 Az, te. ako se pojavat nivnite sprotivni nastani, pa C = A; A, As.

Nastanot D ke se pojavi ako se pojavi barem eden od nastanite
Ay, Ay i Az, pa D= A, UA, U A; Soodvetno, E = A; U Ay U As.

Da voogime deka ako se postignati najmnogu dva pogodoka, togax
mora da ima barem edno promaxuvanje. Ottuka, nastanot F ke se pojavi
ako se pojavi nastanot E, i obratno, pojavuvanjeto na nastanot F go
povlekuva pojavuvanjeto na nastanot E. Znaqi, F = E.

Nastanot G ke se pojavi ako ne se pojavat nastanite A; i 4., pa
G = A, A,. 0

ITpumep 1.17 Eksperiment se sostoi vo Frlanje moneta sé dodeka ne
padne petka. Neka

A, : Vo n-toto po red frlanje padna petka, neN.

So pomox ha nastanite A, da se opixat slednive nastani:
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Bs: eksperimentot se izveduva togno 5 pati;
C': eksperimentot zavrxi;
D: eksperimentot nema da zavrxi.

Pemenue: Nastanot Bs ke se pojavi ako vo prvite getiri eksperimenti
ne se pojavi petka, t.e. se pojavuva glava, a vo petoto frlanje se pojavi
petka. Ottuka,

Bs = Aj Ay A3 Ay As.

So B, go oznaquvame nastanot ,eksperimentot ke zavrxi vo n-
toto frilanje”. Toj ke se pojavi, ako petka se pojavi za prv pat togno
vo n-toto frlanje, te. B, =A4,4,... 4, _1A,. Sega,

+oo
C =[] Bn.
n=1

Nastanot D ke se pojavi, ako petka ne se pojavi voopxto, t.e. vo
site eksperimenti se pojavuva glava. Taka,

+OO_
() 4n-
n=1
]
IIpumep 1.18 Neka A;, As,..., A,,...e prebrojliva niza od slugajni

nastani. Da se opixe nastanot D: se pojavija beskonegno mnogu nas-
tani od nizata A4;, A,,...

+oo
Pemenue: Nastanot U A; oznaquva deka se pojavuva barem eden nastan
od A;, A,,...Togax
+oo +oo

D=4

n=1i=n
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Jepuaunmuja 1.12

Neka A4;, A,,..., A, se nastani vo vrska so eden eksperiment,

taka xXto 4, NA; =0, i#j 1 ZAi = Q. Togax za nastanite A,
=1

As,..., A, velime deka se Jucjynxmmno paszsoacysame na Q, te. Q
e Jucjynkmmua cyma na nastanite A, A.,..., A,.

3abesiemka 1.2 Mno estvoto elementarni nastani Q2 mo e da se pret-
stavi 1 kako disjunktna suma na prebrojlivo mnogu nastani A, 4,,...,
“+oo
ako A;NA;=0,i#ji > A=Q
=1
IIpumep 1.19 Eksperimentot se sostoi vo trikratno frlanje na mo-
neta. Ako so 0 se oznagi ishodot ,padna petka“, a so 1 - ishodot ,
,padna glava“, togax mno estvoto elementarni nastani za ovoj ekspe-
riment e
Q= {(z,y,2)|z,y,z € {0,1}}.

So A; go oznaquvame nastanot ,glava padna : pati“, i =0,1,2,3. Togax

Ay ={(0,0,0)}
A ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
A ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}
As ={(1,1,1)}

Jasno e deka nastanite 4;, i =0,1,2,3 se disjunktni § Ag+A;+A4>+A43 = Q,
t.e. Ay, Ay, As 1 Az se disjunktno razlo uvanje na Q.

1.3 Axcuomarura Ha Kosmmoropos

Neka 7 e familija podmno estva od mno estvoto elementarni
nastani Q, te. F e Ffamilija slugajni nastani vo vrska so dadeniot
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eksperiment.
Iepmaunuja 1.13

Familijata F se narekuva s-algebra od podmno estva od 2, ako
gi zadovoluva slednive tri uslovi:

o.l. Qe F,

0.2. Ako A € F, togax A e F;

+oo
0.3. Ao A; € F,i=1,2,..., togax | J A; € F;
=1

Elementite na s-algebrata se narekuvaat slugajni nastani. Od
0.1 sleduva deka Q e slugaen nastan, koj se narekuva siguren nastan. Od
0.2 sleduva deka ako A e slugaen nastan, togax i A e slugaen nastan, a
od 0.3 sleduva deka ako A;, A,,... se slugajni nastani, togax i nivniot
prebrojliv zbir e slugaen nastan.

Teopema 1.1
Za sekoja o-algebra F se togni slednive svojstva:

i) 0eF;

—+o0
i) Ako A; € F,i=1,2,..., togax () 4; € F;
=1

i) Ako A,B¢c F, togax AuUB¢c F, ANBc F.

Iloka3: i) So koristenje na definicija 1.13, ¢.1 1 5.2, se dobiva.

aer 22 l=QeF,

t.e. nevozmno niot nastan e isto taka, slugaen nastan.
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it) Ako Aq, Ay, --- € F, togax od

“+o0 “+o0
i=1 i=1

se dobiva slednovo:

“+o00
UZ7E]:

i=1

A, eF, i=1,2,

R
DN
ol
m
e
I
i—‘
“[\3

1) AKo vo .3 stavime A1 = A, A, =B, A; =0,i=3,4,..., togax se dobiva:

+oo
UAi:AUBe]-'.

i=1

Ako pak, vo tvrdenjeto i) od ovaa teorema se stavi A; = A, A, = B,
+oo
A;=Q,i=34,..., togax se dobiva deka ﬂAi:AmBef. O

=1

Od prethodnoto mo e da se zakluqi deka sekoja o-algebra gi so-
dr 101 Q1 zatvorenae vo odnos na operaci ite komplement, konegna i
prebrojliva unija i konegen i prebrojliv presek. Zatoa vo prodol e-
nie, ke pretpostavuvame deka rabotime vo o-algebra xto ke obezbeduva
zatvorenost na ovie operacil na nastani.

Neka A e dadena familija podmno estva od dadeno neprazno
mno estvo Q. Vo slednata teorema qij dokaz e daden vo prilog A.1
na ovoj ugebnik, se poka uva deka postoi najmala s-algebra F(A) od
podmno estva od 2, koja ja sodr i Familijata A.
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Teopema 1.2

Neka Q e proizvolno neprazno mno estvo i1 A e proizvolna
Ffamilija od podmno estva od Q. Togax postoi najmala o-
algebra F(A) od podmno estva od 2, koja ja sodr i familijata
A. F(A) se narekuva o-anzebpa zenepupana 00 gamusujama A.

Vo slednata definicija, ke definirame dve specijalni o-
algebri, generirani od mno estvoto polusegmenti A = {[a,b)|a,b € R},
t.e. od mno estvoto A = {(z1,22...,2,) | ai < x < b;, a;,b; € R, i =
1,2,...,n}.

Iepuaunmuja 1.14

i) Neka A = {[a,b)|a,b € R} e dadena Familija od polusegmenti od
oblik [a,b), a,b € R. c-algebrata generirana od familijata A se
narekuva Lopeaoea o-anzebpa 1 Se oznaquva so Bi.

i) Ako A = {(z1,22...,2n) | a; < o < b, a;,b € R, i =
1,2,...,n}, togax o-algebrata F(A) generirana od A se narekuva
n-oumernsuonaasra Lopenosa o-anzebpa 1 Se 0znaquva so B,.

Slednata definicija e, vsuxnost, definicija na verojatnost na slu-
gajni nastani.
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Jepuaunuja 1.15

Neka F e o-algebra od podmno estva od Q. Preslikuvanjeto
P: F — R, kade R e mno estvoto realni broevi se narekuva
eepojamnocm, ako se zadovoleni slednive tri uslovi:

P.1. P(A) >0, za sekoj nastan A € F
P.2. P(Q) = 1.

P3. Ako A, e F,i=1,2,..., 1 A;A; =0, za i # j, togax

“+o0 “+o0
P(ZAZ-) - ZP(Ai).

Podredenata trojka (2, F, P), kade xto Q e proizvolno neprazno
mno estvo, F e s-algebra od podmno estva od Q i1 P e verojatnost (nad
F) xto gi zadovoluva aksiomite P1, P2 i P3 se narekuva npocmop na
esepojamrnocm. Ovaa konstrukcija koja gi vkluquva definiciite 1.13 i
1.15 e predlo ena od Kolmogorov 1933 i se narekuva akcuomaruka Ha

Koamoropos.

1.4 CsgojcrBa Ha BepojaTHOCTA

Osnovnite svojstva na verojatnosta se dadeni vo slednava teo-
rema.
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Teopema 1.3
Verojatnosta P gi ima slednive svojstva:
i) P(0)=0;
i) P(g1 A) = ; P(A,);
iir) Ako A C B, togax P(A) < P(B);
w) Za sekoj Ae F, 0< P(A) <1;
v) P(A)=1- P(A);

vi) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB).

ITokas: 1) Od P.1 sleduva deka P(0) > 0. Sega, 2 mo e da se pretstavi
vo oblik:

Q=Q+0+0+...
Od P.3 dobivame:
PQ) = PQ)+P0)+PWO)+...
“+oo
= P(Q)+>_ P0).
=1
“+o0

Ottuka, dobivame deka ZP(@) = 0. Bidejki P(0) e nenegativno, posled-
i=1

niot zbir ke bide 0 ako i samo ako P(() = 0.
i) Neka 4,11 = A1 =---=10. Togax od :) i1 od P.3 sleduva deka

iii) Bidejki A C B, nastanot B mo e da se zapixe vo oblik:

B=QB=(A+A)B=AB+AB= A+ AB.
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Sega, so primena na svojstvoto i), dobivame:
P(B) = P(A) + P(AB) > P(A),

bidejki P(AB) > 0.

iv) Za sekoj nastan A, togno e deka ) C A C Q. Sega, od svojstvoto iii),
sleduva deka P(0) < P(A) < P(Q2), t.e. 0< P(A4) <1.

v) Od ravenstvoto Q@ = A+ A i od i) sleduva deka P(Q) = P(A) + P(A),

te. 1=P(A)+ P(A). Ottuka, P(A) =1— P(A).
vi) Nastanot AU B mo e da se pretstavi vo oblik:

AUB = A+ AB,
od kade xto so primena na ii), se dobiva:
P(AUB) = P(A) + P(AB). (1.1)
Od druga strana, od ravenstvoto
B=QOB=(A+A)B=AB+ AB,
SO primena na i), se dobiva:
P(B) = P(AB) + P(AB).

Ottuka, P(AB) = P(B)— P(AB). So zamena na posledniot izraz vo (1.1),
se dobiva deka P(AU B) = P(A) + P(AB) = P(A) + P(B) — P(AB). O

Teopema 1.4 (Lema za pokrivanje)

Za proizvolni A; € F, i=1,2,... togno e slednovo neravenstvo:

+o0o +o0
P( U Ai) < ZP(AZ-).
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+oo
IToxa3: Nastanot U A; ke go pretstavime kako disjunkten zbir na nas-

tani na sledniov fagin:
+o0 - o
U Ai = 41 + ApAy + A A4 + ..
i=1
Sega, od P.3 se dobiva:
+oo “+o0 . o
P( U Ai) = P(A) + Y P(AA .. A7), (1.2)
=1

=2

Bidejki A;4; ;... A;A; C A;, od svojstvoto i) sleduva deka
P(A7zz_1ZQZl)SP(A1), 7/22,3,

So zamena vo (1.2), go dobivame neravenstvoto:

“+oo “+oo
P(J4) <> P,
i=1 i=1

Teopema 1.5 (Teorema za neprekinatost na verojatnosta)

Neka 4; € F,i=1,2,....
+oo

a) Ako A, C A, C---C A, C..., togax P(UAZ) = lim P(A,).
~ n—+o00
o
b) Ako A, D4, D---D A, D..., togax P(ﬂAi) = lim P(Ay).
n— o0
=1

+oo
IToka3: a) Nastanot U A; ke go pretstavime kako disjunkten zbir na

=1
nastani, imajki predvid deka A; C A;;1, za sekoj i =1,2,...
+o0 too

U A=A —|—Z1A2 +ZQA3 +.o=A1 4 szflAk-
i=1 k=2
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So primena na P.3 se dobiva:
+oo +oo +oo
P( U Ai) = P(A) + Y P(A-140) = Y P(Ar14y),  kade Xto A = 0.
i = k=2 k=1
Sega,
+oo

b) Od 4, 24,0 ---2A,>... sleduvadeka A, C A, C---CA,C..., pa
od tvrdenjeto a) 1 De Morganovite zakoni dobivame:

“+o0 “+o00
A= 4.
=1 =1

Ottuka, so primena na tvrdenjeto pod a) vo ovaa teorema, dobivame:

P(ﬁoAi) —1- P(ﬁoAi) —1- P(DOE) =1- lim P(A,)= lim P(4,).
=1 =1 i=1

1.5 IMuckperern mpocTop Ha BEpOjaTHOCT

Neka (Q2, F, P) e daden prostor na verojatnost. Ako mno estvoto
elementarni nastani Q e diskretno (konegno ili prebrojlivo) mno-
estvo, a F = B(Q), togax (Q,F,P) se narekuva duckpemen npocmop wa

8EPOJAMHOCT.

1.5.1 KoueueH nmpocTop Ha BEPOjaTHOCT

Najprvo ke go razgledame sluqgajot koga Q = {Fi,E»,...,E,} e
konegno mno estvo. Neka pi, p2,..., p, Se realni broevi takvi Xto
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p; >0,i=1,2....,n1i sz_1 Neka p; = P(E;), i = 1,2,...,n. DeFini-

rame funkcija P : ]—'—>R na sledniov nagin:
def. & a
P(A) =Y P(E,)=> p,, kadexto A={E;,E,,....E,}eF. (13)
r=1

Ke poka eme deka vakadeFiniranata funkcija P e verojatnost, t.e. gi
zadovoluva SVOjStvata P.1-P.3.

P.1. P(A Zp7 >0, bidejki p; >0, za sekoj r=1,2,... k.
r 1
P.2. P(Q Zpl—l
P.3. Neka A _{ ivs Bins . By}, B={E;,E;,,....,E;,} 1 A1 B se dis-

junktni nastani, t.e. AB =0. Togax
A+ B= {EilaEiza'"7Eikan1an2a'"anm}'

Sega, so primena na definicijata (1.3), se dobiva:
P(A+ B) = Zp“ +th = P(A) + P(B).

Da napomeneme deka vo P.3. ne mo e da se zemat prebrojlivo
mnogu disjunktni nastani od Q, bidejki © e konegno mno estvo i brojot
na disjunktni podmno estva e konegen.

ITpumep 1.20 Eden koxarkar izveduva dve slobodni frlanja. Pritoa
se mo ni slednive elementarni nastani:

E;: pogodok vo prvoto i1 pogodok vo vtoroto Frilanje;
E,: pogodok vo prvoto 1 promaxuvanje vo vtoroto frlanje;
E5: promaxuvanje vo prvoto i pogodok vo vtoroto frlanje;

E,: promaxuvanje vo prvoto i promaxuvanje vo vtoroto frlanje.

Verojatnostite na elementarnite nastani se slednive: P(F;) =
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0.49, P(FE3) = P(E5) =0.21 1 P(E;) = 0.09. Da se opredeli verojatnosta na
slednive nastani:

igragot ke postigne pogodok vo prvoto frilanje;
igragot ke postigne pogodok vo vtoroto frlanje;
igragqot ke postigne pogodok vo dvete Frlanja;

S Q5 =

igragot ke postigne barem eden pogodok vo dvete Frlanja.

Pemenme: Nastanite 4, B i C mo e da se pretstavat kako A = {E, E>},
B ={FE, Es5}, C={E\}, D={E, Ey, E3}. Ottuka, za nivnata verojatnost
se dobiva:

P(A) = p1+p2=049+0.21=0.7,

P(B) = pi+ps=049+0.21=0.7,

P(C) = p1 =049,

P(D) = p1+p2+p3=049+0.21+0.21 =0.91.

O

ITpumep 1.21 Edna nehomogena kocka za igranje e napravena taka xto
gestotata da se pojavi opredelena strana (po slugajno frlanje na koc-
kata) e proporcionalna so brojot na togkite na nea. Da se opredeli
verojatnosta na nastanot A: padna paren broj.

Pemenue: Poznato e deka za ovoj eksperiment Q = {Ey, Es, E5, Ey, Es5, Es }
Neka p; = P(F;) = z. TogaX p;, = P(E;) =i-z, i = 1,...,6. Od uslovot
6

> pi=1, se dobiva:

=1

2(14+2+434+4+5+6)=1, te. z=—.

Ottuka, p; = % Sega, A= {E,, E4, Es}, pa

2 4 6 12
(A) = p2+ps+ ps 51 T 21 Va1 = 31
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O

Ke razgledame eden specijalen slugaj na prethodno defini-
ranata verojatnost.

Neka Q = {Fi,F,,...,E,} e dadeno konegno mno estvo elemen-
tarni nastani i neka site ovie elementarni nastani imaat ista vero-
jatnost da se pojavat, te. p;, = p;, za i, = 1,2,...,n. Od uslovot
Py +p2+---+p, = 1, sleduva deka p;, = —, za site i = 1,2,...,n. Ot-
tuka, ako e daden nastan A = {E;,,FE,,,..., E; }, za negovata verojatnost

S|

se dobiva deka

1 1k

P(A) = p;, +pi2+...+pik:E+...+ﬁ:E.
v
k pati

Hedununuja 1.16 (Klasigna definicija na verojatnost)

Neka Q = {Fi, Es,...,E,} e dadeno koneqno mno estvo elemen-
tarni nastani i neka sekoj od niv ima ista verojatnost da se
pojavi, te. P(E;) = % i=1,2,...,n. Ako A e slugaen nastan vo
vrska so dadeniot eksperiment vo koj se sodr at k& elementarni
nastani, togax verojatnosta na nastanot A se opredeluva so:

P(A) = %

(1.4)

Da vooqime deka n e vkupniot broj na elementarni nastani, t.e. brojot
na elementi vo Q. Ke oznagime n = |Q)|. Sekoj elementaren nastan mo e
da go tolkuvame kako ,mo en slugaj*“ vo vrska so daden eksperiment.
Od druga strana, k e brojot na elementarni nastani koi se sodr at vo
nastanot A, t.e. k = |A| i sekoj elementaren nastan od A ke go tolkuvame
kako ,povolen sluqgaj“ za pojavuvanje na nastanot A. Soglasno so kla-
signata deFfinicija, verojatnosta na daden slugaen nastan A e ednakva
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na kol ignikot od brojot na povolni slugai za pojavuvanje na nastanot
A 1 brojot na site mo ni slugai za dadeniot eksperiment, t.e.

_ A

P(A) = G

ITpumep 1.22 Da se opredeli verojatnosta pri frlanje na homogena
kocka da se dobie paren broj.

Pemenue: Ako eksperimentot e frlanje kocka, mno estvoto elemen-
tarni nastani Q = {E,, E», E5, Ey, E5, B}, kade Xto E; e nastanot ,se po-
javi brojot i*, i = 1,2,...,6. Nastanot A: padna paren broj, mo e da
se opixe SO A = {F», E4, Es}. Znaqgi, brojot na povolni mo nosti za
pojavuvanje na nastanot A e 3, a vkupniot broj na mo nosti pri rea-
lizacija na eksperimentot e 6. Ottuka, spored klasignata definicija
na verojatnost, za verojatnosta na nastanot A se dobiva:

3 1

PA) ===,

(4)=5=3
O

ITpumep 1.23 Vo edna kutija ima 5 beli i 4 crni topqginja. Od kuti-
jata se izvlekuvaat dve topginja naednax. Da se opredeli verojatnosta
deka dvete 1zvlegeni topginja se beli.

Pemenue: Go oznaquvame nastanot A: izvleqgeni se dve beli topqi-
nja. Brojot na mo ni ishodi na eksperimentot, t.e. vkupniot broj na

- - 9 . - -
elementarni nastani e C; = (2> = 36, a brojot na povolni mo nosti

- 5 . .
za da se pojavi nastanot A e C? = (2) = 10. Znagi, verojatnosta za
pojavuvanje na nastanot A e

10 )

O

ITpumep 1.24 Na edna polica, spored slugaen redosled, se naredeni
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40 knigi, megu koi i1 eden roman vo tri toma. Da se najde verojatnosta
deka ovie tri toma ke bidat naredeni vo rastegki redosled (1,2,3).

Pemenue: Postojat vkupno 40! razligni rasporedi, te. |Q = 40!. Go
oznagquvame so A nastanot ,trite toma se naredeni vo rastegki re-
dosled“. Sega, na Cj, nagini mo e da se izberat trite pozicii (od
vkupno 40) na koi ke se Fiksiraat trite toma vo rastegki redosled.
Ostanatite knigi mo e da se rasporeda na 37! naqini. Ottuka, brojot
na povolni mo nosti za pojava na nastanot A, t.e. brojot na elemen-
tarni nastani vo nastanot A e:

|A] = C, - 37!,
pa spored klasignata definicija za verojatnosta na A dobivame:

3.371 1

400 6
0

ITpumep 1.25 Grupaod n luge (n > 2), na slugaen naqin se rasporedeni
na kru na masa. Megu niv samo dvajca se poznanici. Da se najde
verojatnosta tie dvajca da sedat eden do drug.

Pemenue: Vkupniot broj na elementarni nastani e, vsuxnost, bro-
jot na site cikligni permutacii so n elementi, te. Q= (n-1).
Neka A e nastanot ,poznanicite sedat eden do drug®“. Togax
|A| = 2(n —2)!. Imeno, pri sekoe rasporeduvanje, poznanicite se treti-
raat kako eden qovek, a se rasporeduvaat n —1 luge. Brojot na takvi
ciklugni permutacii e (n —2)!. No, pri sekoj raspored, poznanicite
mo e da sedat edniot desno od drugiot i li obratno (xto dava razligen
raspored), pa ottuka mno itelot 2 vo |A|. Sega,

2(n—2)! 2

P4) = n—1! n-1
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1.5.2 IIpeOpojamB mpocTop Ha BEPOjaTHOCT

Neka Q = {Fi,Fs,...} e prebrojlivo mno estvo. Definicijata
na verojatnosta P e so obopxtuvanje na definicijata (1.3) na sledniov
nagin. Se izbira niza od realni broevi p;, ps,..., takvi xto p; > 0,

—+oo
i=1,2,...,n i Y pi=1. Ako p; = P(E;), i =1,2,..., togax definirame:
=1

def.
P(a) 4 > pi (1.5)
B, €A
Sligno kako kaj konegen prostor na verojatnost se poka uva deka vaka
deFiniranata funkcija gi zadovoluva P.1-P.3, t.e. P e verojatnost.

ITpumep 1.26 Eksperimentot se sostoi vo Frlanje moneta sé dodeka ne
se pojavi ,glava“.

a) Da se opredeli mno estvoto elementarni nastani Q i da se najde
verojatnosta za pojavuvanje na sekoj od elementarnite nastani.

b) Da se opredeli verojatnosta na nastanot A: eksperimentot ke se
izveduva pomalku od 5 pati.

Pemenue: a) Mno estvoto elementarni nastani mo e da se pretstavi
vo oblik:
Q={E,Fs,....,E,,...},

kade xto F, oznaquva deka se izvedeni n Frlanja do pojavuvanje na
glava. F, mo e da se zapixe kako

En:(H,H,...,H,F), n:1,27.”

Nastanot E; oznaquva deka glava se pojavuva vo prvoto frlanje. Ot-
tuka, spored klasignata definicija na verojatnosta:

1
p1=P(E) = >
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Ako eksperimentot se izveduva dvapati (t.e. ako monetata se
frla dvapati), mo ni ishodi se: (IL,II), (IL,T), (T,II) 1 (I,T). Znaqi
imame vkupno 4 mo ni ishodi, od koi samo eden e povolen, a toa e
E>, = (I,T). Povtorno spored klasignata definicija na verojatnost, se
dobiva deka:

1
pe = P(Ey) = —.

W

Ako eksperimentot se izveduva tri pati, togax mo ni ishodi
ima 8 i toa: (ILIL,II), (I, II,T), (II,T, 1), (T, IL, 1), (11,1, 1), (T,I,T), (T, T, 1)
i (I,T,T), a povolen e samo eden, a toa e F; = (II,I,T"). Znaqi,

1
ps = P(E3) = <.
Za proizvolno Fiksno n, ako eksperimentot se izveduva n pati,
togax mo ni ishodi ima vkupno 27, a povolen e samo eden, pa

Pritoa,

= =1 1/2
D Pn= w11
n=1 n=1

b) Eksperimentot ke se izveduva pomalku od 5 pati, ako se padne
» glava*® 111 vo prvoto ili vo vtoroto 111 vo tretoto ili vo getvrtoto
frlanje. Zatoa, A = {F1, F», E3, E4}, pa

1 1 1 1 15
P(A)—P1+P2+P3+P4—§+Z+§ 616

1.6 Teomerpucka BepojaTHOCT

Neka prostorot na elementarni nastani Q e beskonegen nepre-
brojliv, no dopuxta geometriska interpretacija i pritoa, soodvet-
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nata Figura (koja ja oznaquvame so 2) ima konegna mera m(Q) (dol ina
naQ ili ploxtinanaQ ilivolumennna Q, itn.). Imeno, ako Q e del od
kriva, togax m(Q) e nejzinata dol 1ina, ako Q e del od ramnina, m(f2) e
nejzinata ploxtina, ako Q e del od prostorot, togax m(f2) e nejziniot
volumen, itn. Vo site slugai, pretpostavuvame deka m(Q) postoi 1 e
konegno.

Slugajni nastani po definicija se site podmno estvaod Q, koi
poradi konegnata mera na Q, isto taka, imaat konegna mera. Togax
verojatnosta na daden slugaen nastan A se opredeluva so:

Pretpostavkata za vakvoto opredeluvanje na verojatnosta na nastanot
A se dol 1 na pretpostavkata za ednakva verojatnost na site elemen-
tarni nastani (od klasiqgna definicija), xXto ovde znaqi deka verojat-
nosta da se pojavi koja bilo togka od A e proporcionalna na m(A4).

IIpumep 1.27 Na otsegkata AB = a slugajno se frla edna togka. Da
se najde verojatnosta deka togkata:
a) ke padne poblisku do sredinata otkolku do togkata A;
b) ke padne poblisku do sredinata otkolku do eden od
kraevite na otsegkata;
v) ke pogodi eden od kraevite na otsegkata.

Pemenne:

O 1% 1 1% O
A C O D B
Slika 1.1.

a) Neka S e nastanot ,sluqgajno izbranata togka ke bide poblisku do
sredinata O na otsegkata otkolku do togkata A*“. S ke se pojavi ako
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togkata padne na otsegkata CB, a OB = %E (slika 1.1). Taka,

P(S)==—= ="

b) Go definirame nastanot T: slugajno izbranata togka ke bide pob-
lisku do O otkolku do eden od kraevite na otsegkata. Nastanot T ke se
pojavi ako togkata padne na otsegkata CD. Pritoa, CD = %E (slika
1.1), pa

v) Verojatnosta da se pogodi eden od kraevite na otsegkata e 0, bidejki
merata na sekoja poedinegna togka od otsegkata e 0, pa i1 merata na
togkite A 1 BeO. O

ITpumep 1.28 Dve lica se dogovorile da se sretnat na odredeno mesto
pomegu 8 i 9 gasot. Momentite na nivnoto doaganje na dogovorenoto
mesto se megu sebe nezavisni i slugajni. Sekoj od niv doaga na dogo-
vorenoto mesto, geka togno 20 minuti 1 ako ne se sretne so drugiot,
zaminuva. Da se opredeli verojatnosta deka tie ke se sretnat.

Pemenue: Mno estvoto elementarni nastani mo e da se pretstavi
kako
Q={(z,y) | 0 <=z,y <60},

kade xto x e moment na doaganje na prvoto, a y na vtoroto lice vo raz-
gleduvaniot gas pomegu 8 i 9 gasot. Merata na 2 e vsuxnost, negovata
ploxtina (ploxtina na kvadrat so strana 60), pa m(Q) = 60> = 3600.
Neka S e nastanot deka licata ke se sretnat. Togax

S={(z,y) | 0<z,y <60, |z —y| <20}

Grafigki pretstaveno S e zatemnetata povrxina na slika 1.2. Toa e
delot od kvadratot 2 xto e pomeju pravite z —y =20 i 2 —y = —20.
Presegni togki na pravite r —y =20 i = —y = —20 so kvadratot
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(40,60)

60,40)

(0,20

v

(20,0

Slika 1.2.

koj ja opredeluva Q se (20,0), (60,40), (0,20) 1 (40,60). Ploxtinata na S
e m(S) = 60% — 402 = 3600 — 1600 = 2000. Sega, verojatnosta da se pojavi
nastanot S e

m(S) 2000 5

P(S)= @) = 3600 ~ 0"

1.7 Ycnosma BepojaTHOCT

Qesto se sluquva verojatnosta za pojavuvanje na eden nastan da
zavisi od toa dali ke se pojavi ili ne drug nastan. Da gi razgledame
slednive nastani:

A : ke vrne B :na neboto ima oblaci.

Jasno e deka verojatnosta za pojava na nastanot A zavisi od toa dali
ke se pojavi i1l ne nastanot B. Imeno, informacijata deka se pojavil
nastanot B, ja zgolemuva verojatnosta na pojavuvanje na nastanot A.
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Zatoa, se javuva potrebata za definiranje na takanaregena uslovna
verojatnost. Uslovnata verojatnost na nastanot A pri uslov B e vero-
jatnosta da se pojavi nastanot A, ako se pojavil nastanot B.

Motivot za toa kako da se definira uslovnata verojatnost
doaga od relativnata frekvencija kako merka na mo nosta za pojavu-
vanje na odreden nastan. Imeno, neka se izveduvaat n eksperimenti vo
koi mo e da se pojavat nastanite A i B. Neka n(B) e brojot na eksperi-

menti vo koi se pojavil nastanot B, a n(AB) e brojot na eksperimenti
n(AB

n(B)

pojavuvanje na nastanot A, ako se pojavil nastanot B. Dobivame,

vo koi se pojavil nastanot AB. Togax e relativnata gestota na

n(AB)
n(AB) —, _ P(AB)
n(B) ~ n(B) " P(B)’

Poslednoto pribli uvanje va i za golemi vrednosti na n i kolku n e
pogolemo, pribli uvanjeto e podobro.

Neka (Q, F, P) e daden prostor na verojatnost i1 neka B € F ima
pozitivna verojatnost, te. P(B) > 0. Vrz osnova na prethodnoto, se
nametnuva idejata za razgleduvanje na funkcija Pp : F — R koja se
definira so:

AeF. (1.6)

Ke poka eme deka Funkcijata deFinirana na ovoj nagin e verojatnost.
Toa e tvrdenjeto na slednata teorema.

Teopema 1.6

Preslikuvanjeto Pz : F — R definirano so (1.6) e verojatnost
definirana na F i pritoa, Pg(B) =1.

IToka3: Za da poka eme deka Pp e verojatnost treba da poka eme deka
gi zadovoluva uslovite P.1-P.3 od definicija 1.15.
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P.1. Bidejki P(AB) >0 i1 P(B) > 0, sleduva deka Pg(A) > 0, za sekoj A € F.
P2.0d B CQ, sleduva deka 2B = B. Zatoa,
_ P(QB) P(B)

P =" = Bm) ~"

P3.Neka A, ¢ F,i=1,2,... 1 pritoa A;A; =0, zai# j. Togax A;,BNA;B =
0, za i # j. Sega,

e P(Ea)E) r(Ean)
PB(;_;A??) = PB ~ PB)

+oo
> P(A4:B)
1=1

8

PAB) _ gf Pp(A;).
i=1

P(B) P(B)

N
Il
-

Prvoto ravenstvo vo vtoriot red e togno, zatoa Xto P e verojatnost
nha prostorot (Q, F, P).

Znaqi, funkcijata Ps gi zadovoluva uslovite P.1-P.3 od defini-
cija 1.15, pa Pg e verojatnost.

Na kraj,

O

Verojatnosta P se narekuva ycaoena eepojamnocm pri uslov B.
Ponatamu, ke oznaquvame

P(A|B) = Pp(A),

pa ottuka

P(A|B) = AeF. (1.7)
ITpumep 1.29 Eksperimentot se sostoi vo Frlanje kocka. Da se opre-
deli verojatnosta deka padnal paren broj, ako e poznato deka padnal
broj koj e pomal ili ednakov na 3.
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Pemenue: Da gi oznagime slednive nastani:
A:se pojavil paren broj; B:se pojavil broj pomal ili ednakov na 3.
Vo toj sluqgaj, nastanot AB oznaquva deka se pojavil paren broj koj e

najmnogu 3. Verojatnosta na nastanite B i AB e:

3 1 1

Na krajot, verojatnosta P(A|B) spored (1.7), ke bide:

P(AB) 1/6 1
P(B) 1/2 3

P(A|B) =

Analogno, spored definicijata za uslovna verojatnost dadena
so ravenstvoto (1.7), uslovnata verojatnost na nastanot B pri uslov
A (ako P(A) > 0) se opredeluva so formulata:

P(B|A) =

(1.8)

Sega, od ravenstvata (1.7) 1 (1.8) mo e da se izrazi verojat-
nosta za proizvod na dva nastana:

P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B). (1.9)

ITpumep 1.30 Vo edna kutija ima 4 beli 1 3 crni topginja. Od ku-
tijata se izvlekuvaat dve topginja edno po edno, bez vrakanje. Da se
opredeli verojatnosta deka dvete izvlegeni topqinja se beli.

Pemenue: Da gi oznagime nastanite

Ay : vo prvoto izvlekuvanje e dobieno belo topge,
As : vo vtoroto izvlekuvanje e dobieno belo topqge.
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Ja barame verojatnosta na nastanot A;A,. Spored ravenstvata (1.9)
- - 4 .

imame deka P(A;As) = P(A;1)P(A2]A;). Pritoa, P(A;) = = a verojatnosta
P(As|Ay) = % = % bidejki ako se izvleqge belo topge vo prvoto izvleku-
vanje, vo kutijata ostanuvaat 6 topqinja od kol 3 se beli. Ottuka,

P(A1As) = P(A)P(A3]Ay) =

31
N —
\]

O

Formulata za verojatnost na proizvod na dva nastana mo e da
se obopxti za proizvod na n nastani so slednava teorema.

Teopema 1.7

Za proizvolni n nastani A;, A,,..., A, € F, verojatnosta na niv-
niot proizvod mo e da se opredeli so formulata:

P(A1A2As ... An_1Ay) = P(A1)P(As|A1)P(As|A2Ar) ... P(Ap|An_1 ... A2 Ay).
(1.10)

IToka3: Tvrdenjeto ke go doka eme so matematigka indukcija. Zan = 2,
dobivame P(A;45) = P(A;)P(As|A;), xto sleduva direktno od raven-
stvoto (1.9).

Da pretpostavime deka tvrdenjetova 1 zak=n-—1.

Za k = n dobivame:

P(A1A2A3 e An—lAn) = P((A1A2A3 e An—l)An)
spored (1.9) = P(A1A2A5... Ap_1)P(An|A1A2A5 ... Apr).

So primena na induktivnata pretpostavka za P(A;A3A;5... A,—1), Se do-
biva:

P(A1AsAs ... Ay_1 Ay) = P(A))P(As|A))P(A3|AsAy) ... P(Ap|An_y ... AsAy).
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IIpumep 1.31 Vo edna kutija ima 4 beli 1 5 crni topginja. Bgraqot
izvlekuva po edno topge od kutijata, bez vrakanje, sé dodeka ne izvleqge
belo topge. Da se opredeli verojatnosta deka toj ke izvlekuva togno
4 pati.

Pemenue: Bgraqot ke izvlekuva togno 4 pati, ako vo prvite 3 obidi
izvleqe crno topge, a vo getvrtiot obid - belo. Ako A; e nastanot deka
igraqot ke izvlege belo topge vo i-toto izvlekuvanje, i = 1,2,3,4, to-
gax ja barame verojatnosta na nastanot 4;A,A;A4,. Spored ravenstvoto
(1.10), imame:

P(A1AyA3Ay) = P(A1)P(A3|A1)P(A3|As A1) P(A4|A3A5AY).

Pritoa, P(A)) = g. Ako vo prvoto izvlekuvanje e izvlegeno crno topge,
togax vo kutijata ostanale 4 crni od vkupno 8 topqinja, pa

S 4 1
Ako vo prvite dve izvlekuvanja se dobieni dve crni topqinja, vo kuti-

jata ke ima 3 crni od vkupno 7 topqginja, pa

— = = 3
P(A3]A2A) = =
i na krajot, po 3 izvlegeni crni topqinja, vo kutijata ima 2 crni i 4
beli topginja, pa
—- — — 4 2
P(A4|A3A2A1) = E = g

Ottuka,
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1.8 He3aBucHocT HA HacTaHU

Neka (9, F, P) e daden prostor na verojatnost i A, B € F taka xto

P(A) >0 1 P(B)>0. Za nastanot A velime deka e nezasucer 0d nastanot
B, ako

P(A|B) = P(A). (1.11)

Toa znaqi, deka pojavuvanjeto na nastanot B ne ja menuva verojatnosta
da se pojavi nastanot A.

Ako nastanot A e nezavisen od nastanot B, togax so primena na
(1.11), imame:
P(AB)  P(A|B)P(B) (1.11) P(A)P(B)

PEBIA) =20y =~ P P(4)

= P(B),

a toa znaqgi deka I nastanot B e nezavisen od nastanot A. Togax za A
i B velime deka se nezasucnu nacmanu. VO toj slugaj,

P(AB) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B). (1.12)

Obratno, ako (1.12) e ispolneto, togax

P(AB) (112) P(A)P(B)

PAIB)Y =) P(B)

= P(4),

Xto znagi deka A e nezavisen od B, pa spored prethodnoto A i B se
nezavisni nastani. So ova e doka ana slednava teorema.

Teopema 1.8

Nastanite A 1 B se nezavisni ako 1 samo ako

P(AB) = P(A)P(B).

Vo nekoi slugai nezavisnosta mo e da se sogleda od samite uslovi
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na zadagata. Na primer, ako se frlaat dve kocki i se nabljuduvaat
nastanite

A :na prvata kocka padna xestka, B :na vtorata kocka padna petka,

togax e jasno deka A i B se nezavisni nastani, bidejki ishodot na
ednata ne vlijae vrz ishodot na drugata kocka. No, vo nekoi sluqgai
neophodno e da se proveri uslovot za nezavisnost so koristenje na
poslednata teorema.

ITpumep 1.32 Od xpil so 52 karti se izvlekuva edna karta. Da gi
razgledame slednive nastani:

A: izvleqgena e karta na koja e brojot pet,
B: 1izvlegenata karta e list.

Proveri dali nastanite A 1 B se nezavisni.

Pemenne:

Py =2 L pp=B_1 pup-L_1.1

52 4 52 13 4
Znaqi, uslovot za nezavisnost e ispolnet, pa A 1 B se nezavisni nas-
tani, iako intuitivno toa ne izgleda taka (pomegu kartite so znak

list ima petka i pomefu getirite petki ima petka list). O

ITpumep 1.33 Dvajca strelci strelaat vo edna meta nezavisno eden od
drug. Verojatnosta prviot od niv da ja pogodi metata e 0.7, a vtoriot
0.9. Da se opredeli verojatnosta deka metata ke bide pogodena barem
ednax.

Pemenwue: Gi oznaguvame nastanite

A: prviot strelec ja pogodil metata,
B: vtoriot strelec ja pogodil metata.
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Od uslovite na zadagata e jasno deka A 1 B se nezavisni nastani
bidejki dvajcata strelci strelaat nezavisno eden od drug. Pritoa,
P(A) = 0.7, a P(B) = 0.9. Ja barame verojatnosta na nastanot P(AU B).

Dobivame:
P(AUB)

P(A) + P(B) — P(AB)
= P(A) + P(B) — P(A)P(B)
= 0.7+0.9-0.7-0.9=097.

O
ITpumep 1.34 Za nastanite A 1 B od primer 1.32, utvrdivme deka se

nezavisni. Proveri ja nezavisnosta na parovite nastani A i B; A i B,
kako i 4 1 B.

Pemernune: Od Primer 1.32, imame deka

4 1 13 1

Nastanot AB oznaquva deka e izvleqgena karta so brojot 5 koja ne e
list. Postojat 3 povolni mo nosti za ovoj nastan, pa

P(AB) = & =

1 —
S =55 = PAPMD).

=~ w

Znaqi, A i B se nezavisni nastani.

Soodvetno, AB e nastanot: izvlegena e karta so znakot list na
koja e broj xto e razligen od 5. Ima 12 povolni mo nosti za ovoj
nastan. Ottuka,

_ 12 12 1 _
P(AB)= = = 13- 7 = P(AP(B),
t.e. i nastanite A i B se nezavisni.
Na krajot, A B e nastanot: izvlegena e karta koja ne e petka i

ne e list. Povolni mo nosti ima 36, pa

PAB) = g_g - % . Z — P(A)P(B).

Ottuka, i A i B se nezavisni nastani. O
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Ke poka eme deka rezultatite od prethodniot primer va at i
vo opxt sluqgaj.

Teopema 1.9

Ako A i B se nezavisni nastani, togax nezavisni se i parovite:
Ai B, Ai B kakoi 41 B.

IToka3: AKo A 1 B se nezavisni nastani, togax P(AB) = P(A)P(B). Sega,
A= AQ = A(B+ B) = AB + AB, pa za verojatnosta na A se dobiva:

P(A) = P(AB) 4+ P(AB).
Od pretpostavkata za nezavisnost na A i B imame:
P(A) = P(A)P(B) + P(AB),

pa
P(AB) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B).

Od poslednoto ravenstvo zakluguvame deka A i B se nezavisni nastani.
Nezavisnosta na A i B sleduva zaradi simetrija, a nezavisnosta na
A i B e posledica od nezavisnosta na prethodnite dva para nastani.

U

Teopema 1.10

Ako se nezavisni parovite nastani A 1 By, kako i A i1 By i ako
BB, = (), togax nezavisni se i nastanite A i By + Bs.
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Ioka3: Od B; B, = () sleduva deka AB; N ABy; =0, pa

P(A(By 4+ By)) = P(AB; + ABy) = P(AB;) + P(ABs)
= P(A)P(B1) + P(A)P(B2)
= P(A)(P(B1) + P(B2))
= P(A)P(B1 + By),

Xto znaqgi deka A i B; + Bs se nezavisni nastani. O

Vo prodol enie, ke go obopxtime poimot za nezavisnost na pro-
izvolen (konegen) broj slugajni nastani.

Iepumaunmja 1.17

Za nastanite A;, As,..., A, velime deka se neszasucnu 6o yeauna,
ako za proizvolen k (2 <k <n) i1 za koj bilo izbor na indeksi
i1 <ip<---<ipva I:

P(Ai, Ay, ... Ai) = P(Ai)P(Ay) ... P(As).

Hebuaunuja 1.18

Za nastanite A;, A,,..., A, velime deka se neszasucnu no naposu,
ako za proizvolni 4,5 € {1,2,...,n} (i #j), 4; 1 A; se nezavisni
nastani, t.e. va 1i:

P(A;Aj) = P(A;)P(4;).

Da vooqime deka A;, As,..., A, se nezavisni vo celina, togax
za k=2 1 za koj bilo izbor na indeksi i < j, nastanite A, I A; se ne-
zavisni. Ottuka, sleduva deka nezavisnost vo celina povlekuva neza-
visnot po parovi. Obratnoto tvrdenje vo opxt slugaj ne va i. Toa ke
go poka eme so sledniot primer.
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IIpumep 1.35 Stranite na eden pravilen homogen tetraedar se oboeni
na sledniov nagin: ednata e bela, vtorata crvena, tretata sina, a na
getvrtata gi ima site tri boi. Tetraedarot se frla na ramnina i se
nabljuduva stranata xto le i na ramninata. Gi oznaquvame nastanite:

A; : na stranata xto se nabljuduva ima bela boja;
A, : na stranata xto se nabljuduva ima crvena boja;
As : na stranata xto se nabljuduva ima sina boja.

Za verojatnostite na ovie nastani se dobiva:

2 1
P(A)) = P(As) = P(A3) = 1= 73
Sega,

P(A1Ay) = % =_. % = P(A;)P(A42), pa A; 1 A, se nezavisni nastani.
1 1 1 - - . -
P(A1A3) = 1-3°3= P(A1)P(As), pa A; 1 Az se nezavisni nastani.
1 1 1 - - -
P(AzA3) = 1-3'3= P(A2)P(As), pa Az 1 As se nezavisni nastani.

Znaqi, nastanite A4;, A, 1 A3 Se nezavisni po parovi.

Od druga strana,

P(A1A2A3) =

# — = P(A1)P(A2)P(A3),

] =
0| =

t.e. ovie nastani ne se nezavisni vo celina.

Ovoj primer e dovolen da potvrdi deka vo opxt sluqgaj, neza-
visnost po parovi ne povlekuva nezavisnost vo celina.

Slednata teorema na nekoj naqin e obopxtuvanje na teo-
rema 1.9.
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Teopema 1.11

Ako nastanite A;, As,..., A,, Bi, Bs,...,B,, Se nezavisni VO
celina togax nezavisni vo celina se i nastanite A;, A4,,...,
An’ Els EQ’- L Em

Iloxa3z: Dovolno e da se poka e deka A, As,..., A,, B Se nezavisni vo
celina. Za proizvolni i; <is <--- < iy (kK <n), imame:

Ail Aiz .. ~Aik = Ail Aiz .. ~AikQ = Ail Aiz .. ~Aik (Bl + El)
= Ail Aiz .. ~Aik By + Ai1 Aiz .. Alk§1
Sega,
pa od nezavisnosta na A;, As,..., A,, By, sleduva deka
P(A Aiz . Aikﬁl) = P(AilAiz PPN Alk) - P(AilAiz PPN Al‘kBl)
= P(A;))P(A;,)...P(A;,) — P(A;,)P(Ay,) ... P(A;,)P(By)
P(A;)P(As,) ... P(Ai,))(1 = P(B1))
= P(A;,)P(Ay,)...P(A;,)P(By).
So ova poka avme deka nastanite A;, As,..., A,, B; se nezavisni Vo

celina. So indukcija, tvrdenjeto na teoremata sleduva direktno.
O

1.9 ®opmysa 3a Toramma BepojaTHOCT 1 BejecoBu popmyim

Vo slednite dve teoremi ke dademe Formuli koi vo odredeni
slugal se mnogu korisni pri presmetuvanje na verojatnost na nas-
tani.
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Teopema 1.12 (Formula za totalna verojatnost)

Neka H;, € F,i =1,2,...n, H{H; = 0, za i # j 1 neka Y H, = Q.
1=1

Togax za proizvolen slugaen nastan A € F e togna slednava

Fformula:

P(A) = P(H;)P(A|H,).

i=1

JHoxa3: Od H;H; = () sleduva deka AH,NAH; = 0. Koristejki go toj Fakt,
dobivame:

A:AQ:A(iHi) :iAHi.
=1

Sega,
P(A) = P(ZAHi) =S " P(AH) = " P(H;)P(A|H,).

i=1 i=1

Slugajnite nastani H; € F, i = 1,2,...,n, vo Fformulata za
totalna verojatnost se narekuvaat zunomesu. Nivnite verojatnosti
P(H;), direktno presmetani, se narekuvaat anpuopnu eepojammnocmu
(111 sepojamnocmu anpuopu). Qesto pati se javuva potrebata za pres-
metuvanje na uslovnite verojatnosti P(H,|A), j = 1,2,..., te. da se
procenat verojatnostite na hipotezite otkako ke zavrxi eksperimen-
tot i ke se pojavi nastanot A. Tie uslovni verojatnosti se narekuvaat
anocmepuopru gepojamuocmu, t.e. gepojamrocmu anocmepuopu I Se opre-

deluvaat so slednava teorema.
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Teopema 1.13 (Bejesovi formuli)
Pri uslovi kako vo teorema 1.12, togni se slednite formuli:

P(H,|4) = P(H,)P(A|H;) _ PH)PAH) .y,

P s pmypam)

Homaa (AH;) _ P(H;)P(AH;)
P(AH;) _ P(H;)P(AH,
P(H;|A) = A = A

O

3abesemrka 1.3 Formulata za totalna verojatnost 1 Bejesovite for-
muli va at i vo beskonegen slugaj, t.e. ako H;, Hs,... € prebrojlivo
disjunktno razlo uvanje na , togax verojatnosta na proizvolen nas-
tan A mo e da se presmeta so:

+oo
P(4) = 3" P(H)P(AIH))

a aposteriornite verojatnosti na hipotezite se opredeluvaat so:

P(H,|A) P(H,)PAH;) _ _PUH)PAIHG)

P4) 53 P P(AIH)

ITpumep 1.36 Vo edna kutija se naogaat 2 beli i 3 crni, a vo druga 4
beli i 3 crni topqinja.

a) Ako slugajno se izbere edna kutija i od nea se izvleqe edno topge,
da se opredeli verojatnosta deka izvlegenoto topge e crno. Se
smeta deka izborot na kutiite e ednakvo verojaten.

b) Ako e konstatirano deka e izvlegeno crno topge, da se opredeli
verojatnosta deka izvlekuvanjeto e napraveno od prvata kutija.
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Pemenue: Neka H; go ozhaquva nastanot deka e izbrana i-tata kutija,
i=1,2. TogaxX Hi+ H, = Q 1 H1H, = (. Bidejki izborot na kutiite e
ednakvoverojaten, dobivame deka P(H;) = P(Hy) =1/2.

a) Neka A: izvlegeno e crno topge. Togax, P(A|Hy) = 3/5, a P(A|Hy) =
3/7. Soglasno formulata za totalna verojatnost, dobivame:

P(4) =Y P(H)P(A|H,) = % (g + g) _ %

b) Spored Bejesovata formula:

P(H;|A) = % _ 1_72

O

IIpumep 1.37 Edna kompjuterska programa se sostoi od dva modula.
Prviot modul sodr 1 grexka so verojatnost 0.2. Vtoriot modul so-
dr i grexka so verojatnost 0.4, nezavisno od prviot modul. Grexka
samo vo prviot modul ja blokira programata so verojatnost 0.5. Za
vtoriot modul, taa verojatnost e 0.8. Ako ima grexka vo dvata mo-
dula, programata blokira so verojatnost 0.9. Da pretpostavime deka
programata blokirala. Da se opredeli verojatnosta deka se pojavila
grexka vo dvata modula.

Pemenue: Gi oznaguvame slednive nastani:

A: Prviot modul sodr i grexka;

B: Vtoriot modul sodr i grexka;

C: Programata blokira;

H, : Samo prviot modul sodr 1 grexka;
H,: Samo vtoriot modul sodr 1 grexka;
Hs: Dvata modula sodr at grexka;

H,: Nieden modul ne sodr at grexka.

Jasno e deka H,+Ho+Hs+H, =Q 1 H;H; =0, zai # j, t.e. Hy, Hy, Hs
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i Hy e disjunktno razlo uvanje na Q. Od uslovite na zadagata P(A4) =
0.2, P(B) =04 1 A 1 B se nezavisni nastani. Od nivnata nezavisnost,
mo eme da gi opredelime verojatnostite na hipotezite:

P(H)) = P(AB)=P(A)P(B)=02-0.6=0.12
P(Hy) = P(AB)=P(A)P(B)=08-0.4=0.32
P(H;) = P(AB)=P(A)P(B)=02-0.4=0.08
P(H)) = P(AB)=P(A)P(B)=0.8-0.46=0.48.

Od uslovite na zadagata imame deka:
P(C|Hy) = 0.5, P(C|Hy) = 0.8, P(C|H3) = 0.9, P(C|Hy) = 0.

Soglasno formulata za totalna verojatnost,

4
P(C) =" P(H)P(C|H;) =0.120.5+0.32 0.8+ 0.08 - 0.9+ 0.48 - 0 = 0.388.

=1
Se bara verojatnosta,

P(H3)P(C|H3) _ 0.08-0.9

P(H)|C) = P(0) T 0.388

= 0.185567.

1.10 DBepnymmesa mema

Lepnyauesa wema 0od n eksperimenti e serija od n nezavisni i
ednakvi eksperimenti vo koi se nabljuduva samo pojavuvanjeto (i li1 ne
pojavuvanjeto) na odreden nastan A.

Neka p e verojatnosta za pojavuvanje na nastanot A vo sekoj eks-
periment, a ¢ = 1 —p = P(A). Za Fiksen broj £ (0 < k <n), go oznagime
nastanot:
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By : vo Bernulieva xema od n eksperimenti nastanot A
ke se pojavi togno k pati.

Neka P,(k) e verojatnosta na ovoj nastan, te. P,(k) = P(By). Znagi,
nastanot B, ke se pojavi, ako vo Bernulieva xema od n eksperimenti,
nastanot A se pojavi k pati, a ostanatite (n—k) pati se pojavi nastanot
A. Poradi nezavisnosta na eksperimentite eden od drug, verojatnosta
nastanot A da se pojavi vo prvite k eksperimenti, a A vo poslednite
n — k eksperimenti, e p*¢"~*. No, nastanot B, ke se pojavi pri bilo
koj raspored na k pojavuvanja na nastanot A i n — k pojavuvanja na A.

Brojot na takvi rasporedi e (Z) Zatoa,

P, (k) = P(By) = (Z)pkq"_k, k=0,1,...,n. (1.13)

ITpumep 1.38 Kocka se Frla 8 pati. Kolkava e verojatnosta deka bro-
jot dva ke se pojavi tri pati vo tie 8 frlanja?

Pemenue: Vo sekoj od 8-te eksperimenti se nabljuduva pojavuvanjeto

i 11 nepojavuvanjeto na nastanot A: pri Frlanje na kockata ke se pojavi
. _ 1 .

brojot dva. Pritoa, p= P(A) = G ag=1-p= %. Se bara verojatnosta

Py(3) = (i) (éf (g) =0.10419.
O

Za nastanite By, definirani prethodno, mo e da se vooqi deka
B;Bj=0,zai#j 1 By+Bi1+---+ B, =Q, te. By, By, ..., B, e disjunktno
razlo uvanje na Q.

Verojatnosta vo Bernulieva xXema so n eksperimenti, nastanot
A da se pojavi najmalku m pati, kade m e daden broj (0 < m < n), ke
ja oznagime so P,(k > m). Poradi disjunktnosta na B;, i =m,...,n, taa
verojatnost se opredeluva na sledniov nagin:

Puk=m)=Y Puk)=Y_ (Z)pkq”k. (1.14)
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IIpumep 1.39 Bspit se sostoi od 6 praxanja. Na sekoe praxanje
ima po 4 mo ni odgovori. Student doaja nepodgotven na ispitot,
pa nema drug izbor osven da gi pogoduva odgovorite slugajno. Toj
ke go polo i ispitot, ako gi pogodi togno odgovorite na barem tri
praxanja. Kolkava e verojatnosta deka toj ke polo i?

Pemenue: Postaveniot problem mo e da se razgleduva kako Bernuli-
eva xXema so 6 eksperimenti. Vo sekoj od niv se nabljuduva pojavuva-
njeto na nastanot A: studentot ke go pogodi togniot odgovor. Pritoa,
p = P(A) = i, ag=1-p= Z. Studentot ke go polo i ispitot so
verojatnost

o

P5(3) -I-Pe,( )+ Ps(5) + Ps(6)

D@06 0060 @066

Il
»Jk/\

1.10.1 HajBepojaTeH Opoj

Se razgleduva Bernulieva xema so n eksperimenti 1 vo sekoj
od niv se nabljuduva pojavuvanjeto na nastanot A. Neka p = P(4), a
g=1—p. Celta e od site verojatnosti P,(k), k=0,1,...,n, da se najde
najgolemata. Brojot k za koj verojatnosta P, (k) e najgolema se narekuva

najeepojamen 6poj i1 wmoda.

Od P, (k+1) = (kil)pk“q"’“l i P,(k) = (k)pkq” k se dobiva:

n—=k p
= = -. 1.15
Py (k) (n)pkqn—k k+1 g ( )

Neka & e daden priroden broj, 0 < kK <n. Togax mo ni se tri
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sluqgai:

i) Ako np — ¢ > k, togax

np—q>k(p+q)

(n—Fk)p>(k+1)q

Sega, od (1.15)
Pok+1) _n—kp -
P,(k)  k+1 ¢ ’

pa P,(k+1) > P,(k).

1) AKo np — ¢ = k, togax 1isto kako 1 prethodno dobivame deka
Po(k+1) = P, (k).

i11) Ako pak, np — ¢ < k, togax P, (k+ 1) < P, (k).

Ke razgledame dva sluqgaja.
I. Neka np—q = ko € priroden broj, t.e ky € N. Ako k < kg, togax k = ko—r,
kade r > 0, pa ke gi dobieme slednive podreduvanja:

k<k+1l<k+2<---<k+r—-1<k+r=ky=np—gq.
So posledovatelna primena na :), imame deka
P,(k) < Pyk+1) < Py(k+2) < - < Pyk+r—1) < Py(ko).

Dobivme deka P,(ky) e najgolema od site verojatnosti P,(k), za k < ko.
Od druga strana, od ii) sleduva deka P, (ko) = P.(ko + 1).

Neka sega, k > ko + 1, t.e. k—j=ky, za 7 > 1. Togax, mo eme da
zapixeme:

k—1>k—2>--->k—j+1>k—j=ky=np—q.
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So posledovatelna primena na :), dobivame:
Py(k) < Py(k—1) < --- < Py(k—j+2) < Py(k—j+1) = Py(ko + 1) = P, (ko).

Znaqi, P, (ko) e najgolema verojatnost i od site verojatnosti P,(k), za
k>ko+ 1.

Spored prethodnoto dobivme deka ako np—q = ky € priroden broj,
togax

ovie se najgolemi od site verojatnosti P,(k), za k=0,1,...,n, te. ko

ko + 1 se dva najverojatni broja na pojavuvanja na nastanot A.

II. Neka np — ¢ ne e priroden broj i neka ky, e najmaliot priroden
broj xto e pogolem od np —¢q. Toa znaqi deka

ko = [np —q] + 1,

kade xto [-] oznaquva cel del od daden broj, te. ky—1 < np—q < ko. Ako
k < ko, togax za daden priroden broj »r mo e da se zapixe:

k<k+1l<k+2<---<k+r—1=ki—1<np—q<k.
Sligno kako i prethodno, so posledovatelna primena na i), se dobiva:

P,(k)<Pyk+1)<Py(k+2)<---<Py(k+r—1) < P,(ko)-

Ako, pak k& > ko, togax za nekoj priroden broj j, mo e da se
zapixe nizata podreduvanja:

k—=1>k—-2>--->k—j=ky>np—gq,

pa so posledovatelna primena na i), se dobiva deka:
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Pyk)<Pyk—1)< - < Pylk—j+2) < Py(k—j) = Pu(ko).

Znaqi, ako np — ¢ ne e priroden broj, togax od site verojatnosti P,(k)
(k=0,1,...,n), najgolema e P,(ko), t.e. ky € najverojaten broj na pojavu-
vanja na nastanot A.

So ova e poka ana slednava teorema.

Teopema 1.14

Neka p e verojatnosta na slugajniot nastan A vo Bernulieva
xema so n eksperimenti i neka ¢=1-p. Togax:

I. AKo np —q = ko € priroden broj, togax ky 1 ky + 1 Se naj-
verojatni broevi (modi) za nastapuvanje na nastanot A vo
celata serija od n eksperimenti.

II. Ako np—gq ne e priroden broj, najverojaten broj za pojavuva-
nje na nastanot A vo serijata od n eksperimenti e najmaliot
priroden broj k, xto e pogolem od np — q.

ITpumep 1.40 Verojatnosta deka eden koxarkar ke postigne pogodok
pri slobodno frlanje iznesuva 0.4 za sekoe isfrluvanje na topkata.
Da se opredel i najverojatniot broj na pogodoci, kako i negovata vero-
jatnost, ako koxarkarot 10 pati izveduva slobodni frlanja.

Pemenue: Brojot na izvedeni eksperimenti e n = 10, verojatnosta za
pogodok pri edno frlanje p = 04, a ¢ =1—-p = 0.6. Se opredeluva
vrednosta na sledniov izraz:

np—q=10-0.4— 0.6 =3.4.

3.4 ne e priroden broj, pa najverojaten broj na pogodoci e najmaliot
priroden broj xto e pogolem od nego, t.e. najgolema e verojatnosta deka
pri 10 Frilanja, koxarkarot ke postigne 4 pogodoci. Verojatnosta deka
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ke se sluqi toa e:
10
Pio(4) = (4) -0.4%.0.6° = 0.25.

O

ITpumep 1.41 Vo edna gradina bile nasadeni 28 sadnici so ista vero-
jatnost za razvivanje na sekoja od niv. Kolkava e taa verojatnost, ako
17 1 18 se najverojatni broevi za uspexno razvieni sadnici?

Pemenue: Bidejki postojat dva posledovatelni broja na uspexno
razvieni sadnici (17 i 18), mo e da se zakluqi deka np—q =28p—(1—p) =
29p — 1 e priroden broj i uxte 29p — 1 = 17. Ottuka, baranata verojat-
nost e p = 18/29. O

ITpumep 1.42 Kolku pati treba da se Frli kocka za da najverojatniot
broj na ,xestki“ bide 10?

Pemenue: Verojatnosta za dobivanje ,xestka“ vo eden eksperiment e
p=1/6, paqg=1-p=>5/6. Najverojaten broj na pojaveni xestki e 10 i
toa e najmaliot priroden broj xto e pogolem od np —¢q. Znaqi,

9 <np—q<10.

So zamena na p i ¢, se dobiva:

n 5
I9<—-——=-x<10
6 6

54 <n —5 <60,

t.e. 59 < n < 65. O

1.10.2 AcumMnrorcku ¢opMyJi 3a OIpeneiiyBame Ha Bepojart-

Hocture P,(k) Bo BepuyimeBa mema

Pri presmetuvanjeto na verojatnostite P,(k) spored formulata
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(1.13), se sooquvame so seriozni tehnigki texkotii, ako vrednosta na
n e golema. Da go razgledame sledniov primer.

ITpumep 1.43 Verojatnosta deka eden televizor ke bide proizveden so
defekt iznesuva 0.002. Verojatnosta deka vo edno proizvolno mno-
estvo od 1000 televizori ke ima 502 defektni e:

1000

Pippp(502) = < 502

>0.002502 -0.998498,

Samiot izraz poka uva deka prvo binomniot koeFicient e mnogu
golem, a pri presmetuvanje na stepenot 0.002°°? ke se javi mnogu mala
vrednost, mnogu bliska do 0. Zatoa, za golemi vrednosti na n ne e seko-
gax ednostavno da se opredelat verojatnostite P, (k) spored formulata
(1.13).

Ottuka, se javuva potrebata za opredeluvanje na asimptotski
Formuli koi so dovolen stepen na tognost ke ovozmo at opredelu-
vanje na pribli ni vrednosti na tie verojatnosti. Vo prodol enie,
ke bidat dadeni tri teoremi za taa namena. Dokazite na ovie tri
teoremi se dadeni vo prilog A.2. Prvata od niv dava formula za pri-
blT no opredeluvanje na verojatnosta P,(k), za dadeno k (0 < k < n).

Teopema 1.15 (Lokalna teorema na Muavr-Laplas)

Neka p = P(A) vo Bernulieva xema i neka 0 < p < 1. Togax, pri
n — +oo va 1 slednoto:

1 2 k—np
P (k) ~ 2N kade = ) 1.16
(k) V2mnpq € v /npq ( )

ITpumep 1.44 Nov virus napaja 200 datoteki vo edna papka. Sekoja
datoteka mo e da bide oxtetena so verojatnost 0.15 nezavisno od o0s-
tanatite datoteki. Kolkava e verojatnosta deka ke bidat oxteteni 20
datoteki?
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Pemenue: Brojot na izvedeni eksperimenti ,napad na datoteki* e
n = 200, a verojatnosta da se pojavi nastanot ,datotekata e oxtetena“
e p=0.15. Se bara verojatnosta P, (20). Spored (1.15), dobivame:

k—np 20 —200-0.15

z= = = —1.9803.
VPG /200 -0.15 - 0.85
Sega,
Paoy(20) ~ ——— e=7/2 = ! e~ (71:9803)°/2 — 0 0111194
V2mnpg V27 -200-0.15-0.85

Vtorata teorema dava granigna formula na verojatnosta deka
vo Bernulieva xema od n eksperimenti, nastanot A ke se pojavi pomegu
r 1 m pati, koga n — +co. Ovaa verojatnost ke ja oznagime so

m

Po(r<k<m)=Y_ Py(k).
k=r

Teopema 1.16 (I ntegralna teorema na Muavr-Laplas)

Neka p = P(A) vo Bernulieva xXema i neka 0 < p < 1. Togax, za
n — +oo va 1 slednoto:

1 2
P,(r<k<m —>—/e‘t/2dt, 1.17
(r<k<m) T (1.17)
kadexTzr np, m:m—np_
npq NDZ

Spored integralnata teorema na Muavr-Laplas, za golemi
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vrednosti na n sleduva deka:
P,(r<k<m)=~ L ]me_tz/th.
- V2T

Na krajot od ovoj ugebnik vo prilog A.9, dadeni se tablici vo
koi se tabelirani vrednostite na funkcii od oblik:

x

®(z) = / e 12t

— 00

So koristenje na ovie funkcii, mo e da zapixeme deka:

P,(r<k<m)=®(zy) — D(z,).

ITpumep 1.45 Pri uslovi kako vo Primer 1.44, da se opredeli vero-
jatnosta deka brojot na oxteteni datoteki e pomegu 20 i 50.

Pemenue: Se bara verojatnosta Py (20 < k < 50). Opredeluvame:

20 —-200-0.15 50 —200-0.15
To0 — = —1.9803, I50
+v/200-0.15-0.85 v/200-0.15-0.85

Sega, od tablicata za Funkcijata ®(z) naogame deka ®(—1.9803) = 0.0239,
a ¢(3.96059) = 1. Ottuka,

= 3.96059.

Paoo(20 < k < 50) ~ $(3.96059) — ®(—1.9803) = 1 — 0.0239 = 0.9761.

Ke razgledame edno obopxtuvanje na Bernulieva xema, koe se
narekuva xema na Puason. Taa se sostoi vo slednovo: Se razgleduva
edna niza od serii od nezavisni eksperimenti vo koja n-tiot glen od
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nizata se sostoi od n nezavisni i1 ednakvi eksperimenti:

S11
Sa1, S22
S31, 532, 533

th Sn27 ) Sn,n

Vo sekoj od eksperimentite se razgleduva eden nastan A 1 vo sekoj
od eksperimentite od n-tata serija toj nastapuva so ista verojatnost
pn:P(A)i n:1527---

Teopema 1.17 (Teorema na Puason)

Za verojatnosta P,(k) deka nastanot A ke nastapi & pati vo n-
tata serija vo Puasonova xema, ako EE‘) np, = A\, va 1i:
e

Spored ovaa teorema, formulata za Puasonova aproksimacija na P, (k),
za golemi vrednosti na n, glasi:
k
/\ A

Pn(k‘)%ﬁe_, ]C:O,l7

3abesemka 1.4 Teoremata na Poason dava dobra aproksimacija, ako
A e od takanaregenite retki nastani, t.e. ako brojot na eksperimenti
n € golem, a verojatnosta p za pojavuvanje na nastanot A e mala. Vo
praktikata, najgesto se zema n > 100, a np < 10. VO site ostanati
sluqgai, teoremite na Muavr-Laplas davaat podobro pribli uvanje.

ITpumep 1.46 Verojatnosta deka eden televizor ke bide proizveden so
defekt 1znesuva 0.002. Kolkava e verojatnosta deka vo edno proizvolno
mno estvo od 500 televizori ke ima:
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a) 2 televizora proizvedeni so defekt;
b) barem eden televizor proizveden so defekt?

Pemenue: Brojot na izvedeni eksperimenti ,proizvodstvo na televi-
zor* e n = 500, a verojatnosta da se pojavi nastanot ,televizorot e
defekten* e p =0.002. Pritoa, A =np=1 <10, pa soglasno teoremata na

Puason:

12
a) P500(2) ~ 56_1 =0.184

. 10
b) Psoo(k > 1) =1 — Psp0(0) =~ 1 — aefl = 0.632

Da napomeneme deka postoi tablica od koja pri Puasonova
aproksimacija, mo e direktno da se progitaat verojatnostite P,(k),
za dadeno n 1 za dadeno k. O






I'maBa 2

CiyuajHu mTpOMEHJIIBU

2.1 Iedurunuja Ha ciaydajHa TPOMEHJIUBA.

dyHKOUja Ha pacupenesidoa

Poimot slugajna promenliva e eden od osnovnite poimi Vo
teorijata na verojatnost. Mnogu gesto se sluquva na sekoj elementaren
nastan da mu se pridru i nekoj broj. Eve nekolku primeri.

IIpumep 2.1  Ako eksperimentot e Frlanje kocka, togax mno est-
voto elementarni nastani e Q = {Fi, Fs, F3, Ey, E5, Es}, kade xto ele-
mentarniot nastan E; oznaquva deka na gornata strana na kockata se
pojavile i togki. Vo vrska so ovoj eksperiment mo e da se razgleduva
Tunkcija X od mno estvoto elementarni nastani 2 vo mno estvoto re-
alni broevi R zadadena so:

X(E) =4, i=1,2,3,4,5,6.

Ovaa Funkcijamo e da se opixe kako broj na togki pojaveni na gornata
strana na kockata.

65
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ITpumep 2.2 Neka eksperimentot se sostoi vo Frlanje na moneta sé
dodeka ne se pojavi ,glava‘. Mno estvoto elementarni nastani za ovoj
eksperimente Q = {E;, Es, ..., }, kade Xto E, oznaquva deka se izvedeni n
frlanja, n=1,2,... Vo vrska so ovoj eksperiment mo e da se razgleduva
TfunkcijaY : Q — R, definirana so Y(F,) =n, n=1,2,... Ovaa Ffunkcija
mo e da se opixe kako broj na frlanja do prvoto pojavuvanje na glava.

ITpumep 2.3 Neka eksperimentot se sostoi vo nabljuduvanje na vre-
meto na neprekinata rabota na edna maxina. Soodvetnoto mno estvo
elementarni nastani e Q = {E|t € [0,7]}, kade xto T e maksimalniot
vek na rabota na maxinata. Za ovoj eksperiment mo e da se definira
funkcija 7 : Q — R so Z(E:) = t, za E; € Q, koja oznaquva vreme na
neprekinata rabota na nabljuduvanata maxina.

Da vooqime deka site goredefinirani Tunkcii se realni
Funkcii definirani na mno estvoto elementarni nastani Q. Tie se
narekuvaat slugajni promenlivi, se oznaquvaat so latinignite bukvi
X,Y,Z, ... 1 se definiraat na sledniov naqin:

Iepnaunuja 2.1

Slugajna promenliva X definirana na prostorot na verojat-
nost (Q, F, P) e funkcija X : @ — R koja e F-izmerliva, t.e.

{EIX(E) <=z} eF, zasekojzeR. (2.1)

Mo e da se vooqi deka sekoja slugajna promenliva e realna
Tunkcija so svojstvo za sekoj z € R, mno estvoto {FE|X(E) < z} da e
slugaen nastan, t.e. da pripaga na s-algebrata 7. Ottamu doaga i
terminot slugajna promenliva. Voobigaeno e za nastanot {E|X (F) < z}
da se koristat oznakite {X <z} ili {X € (—o00,2)} 11T X~1(—00,2).

Ako Q e konegno mno estvo i F = B(Q), togax sekoja Funkcija
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od Q vo R e slugajna promenliva, bidejki vo ovoj slugaj F gi sodr i
site podmno estva od Q, pa i1 onie za koi va 1 uslovot (2.1).
Neka X e slugajna promenliva definirana na prostorot
na verojatnost (Q,F,P). Soglasno prethodnata definicija, mno-
estvata {F|X(F) < z}, za site x € R se slugajni nastani, pa za niv e
definirana verojatnost. Tokmu toa ovozmo uva da se defFinira poimot
za pynxuyuja na pacnpedesaba na slugajnata promenliva X.

lepunaunuja 2.2

Funkcija na raspredelba na slugajnata promenliva X e funkci-
jata F:R — R definirana so

F(z) = P{E|X(E) <z} =P{X <z}, za sekoj zeR. (2.2)

Ponekogax, Funkcijata na raspredelba na slugajnata promen-
liva X se oznaquva so Fx(z). Toa se pravi najgesto ako vo nekoj kon-
tekst se spomnuvaat poveke slugajni promenlivi, taka xto treba da se
razgraniqgi na koja slugajna promenliva se odnesuva odredena funk-

cija na raspredelba.

Teopema 2.1

Ako F(z) e Funkcija na raspredelba na slugajnata promenliva
X, togax
P{a < X <b} = F(b) — F(a).

ITokas: Intervalot (—co,b) mo e da se pretstavi kako disjunktna unija

na sledniov nagin:
(—00,b) = (—00,a) + [a,b).
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Ottuka, za mno estvata od sliki na funkcijata X ke va i:
P{X € (=00,b)} = P{X € (—00,a)} + P{X € [a,0)},

P{X <b}=P{X <a}+P{X €[a,b)},

t.e.
F(b) = F(a) + P{X € [a,)},

od kade xto sledi tvrdenjeto. O

Osnovnite svojstva koi gi ima Funkcijata na raspredelba na
edna slugajna promenliva se dadeni so slednava teorema.

Teopema 2.2

Funkcijata na raspredelba na edna slugajna promenliva e:
F1) monotono neopagagka;

F2) xll)l}loo Ffm) =0, IETOO F(x) : 1;

F3) neprekinata od levo vo sekoja togka zo € R.

IToka3s: F1) Neka z; < xo. Togax nastanot {X < z;} go povlekuva nas-
tanot {X <z}, te. {X <z} C {X <a}. Spored osnovnite svojstva na
verojatnost sleduva deka P{X < z1} < P{X < 2}, t.e. F(z1) < F(x2).

F2) Neka {z,}; /> e rastegka niza od realni broevi i neka ngrfoo Ty, = +00.

Gi razgleduvame slugajnite nastani 4, = {X < z,}, n=1,2,... Jasno e
deka za ovie nastani ke va at slednive relacii:

A1 C Ay C A3 C ...

Ottuka, so koristenje na teoremata za neprekinatost na verojatnosta,
sleduva deka

P(Ua) =, i
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te.
“+00
P(H{X <an}) = lim PAX <@} = lim Fle,)= lm_ Plo).
Od druga strana,
“+oo +o00
UAX <2} = (J{EIX(E) < 2.} = {E|X(E) < +00} =,
n=1 n=1

pa +00
P( Uix < xn}) =P(Q) = 1.

n=1
Znaqgi, hrf F(z) =1.
Tr—r+00
Sega, neka {y,}!> e opagagka niza od realni broevi i neka

lim y, = —oo. GIi oznaquvame slugajnite nastani B, = {X < y,},

n——+oo

n=1,2,... Jasno e deka za ovie nastani ke va at slednive relacii:
BlDBQDBgD...

Povtorno, so koristenje na teoremata za neprekinatost na verojat-
nosta, se dobiva deka

te.

—+oo
PONHY <w}) = lim PAX <uub= B Flu) = lm F(o).
n=1

Od druga strana,

“+oo +oo
N{X <y} = HE | X(B) < yu} =0,
n=1 n=1
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pa +o0
P( O (X < yn}) = P(0) = 0.

Dobivme deka EIEI F(z) =0.
F3) Neka z, e proizvolen realen broj i neka {z,}> e rastegka niza od
realni broevi takva xto lim =z, =z,. Treba da poka eme deka

n—-+oo

lim F(z) = F(xo),

I*}IO

od kade xto ke sleduva deka F(x) e neprekinata od levo vo z,. Gi
razgleduvame slugajnite nastani A4, = {X < z,}, n =1,2,... BIsto kako
i prethodno, za ovie nastani ke va at slednive relacii:

AL C Ay C A3 C ...,

pa spored teoremata za neprekinatost na verojatnosta,

P(Ua) = i, ra
n=1

te.

+oo
P( L_Jl{X <an}) = Jim P{X <a,}= lim F(a,) = lm F(x).

n—+0oo Ty

Od druga strana,
+oo “+oo
U{X <2} = | J{E | X(B) <2n} = {X <0},
n=1 n=1

pa +o0
p( L_J (X < xn}) — P{X < 20} = F(a).

Znaqi, lim F(xz) = F(zo), t.e. Funkcijata F(z) e neprekinata od levo vo

.’L‘—}.’L‘O

togkata z,. Od proizvolnosta na z, sleduva deka F(z) e neprekinata
od levo vo sekoja togka z € R. O
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Slednata teorema dava potrebni i1 dovolni uslovi za edna Ffunk-
cija da bide funkcija na raspredelba na edna slugajna promenliva.

Teopema 2.3

Funkcijata F(x), = € R e Funkcija na raspredelba na edna slu-
gajna promenliva X ako i samo ako gi zadovoluva svojstvata

F1), F2) i F3).

Potrebniot uslov na ova tvrdenje sleduva direktno od teorema 2.2, a

obratnoto tvrdenje go davame bez dokaz.

Na kraj, da vooqime deka ednoelementnoto mno estvo {z,} mo e
da se pretstavi kako prebrojliv presek od slugajni nastani na sled-

niov naqin: .
iy 1
{.130} = nol[],‘o,])o + E)
Ottuka,

+o0

{X = IQ} = ﬂ{X € [.230,330 + %)}

n=1

- . 1 S -
Gi oznaquvame nastanite B, = {X € [z¢,z0 + —)}, n = 1,2,... 1 sligno
n
i

kako 1 prethodno za niv va at slednive relac

BlDBQDBQD...

Sega, so koristenje na teoremata za neprekinatost na verojatnosta se

dobiva:
P{X =z} = P(ﬁan)
n=1

1
= lim P(Bn)z lim P{XE []JQ,]JQ—FE)}

n——+oo n——+oo

= 1imP{x0§X<xo+%}= lim {F(xo—F%)—F(xo)}

n—+oo n——+oo

= lim+ F(z) — F(x).

w—)wo

(2.3)
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Od tuka direktno sleduva dokazot na slednata teorema.

Teopema 2.4

Neka X e proizvolna slugajna promenliva i F(z) € nejzinata
Funkcija na raspredelba. Ako z, e togka na prekin na F(z), to-
gax P{X =0} > 0. Ako F(x) e neprekinata funkcija vo z,, togax
P{X = zq} =0, za sekoj z € R.

IToxkas: Ako F(z) e neprekinata funkcija vo g, togax lim F(z) = F(x),

pa i lim F(z) = F(x9). So zamena vo (2.3), se dobiva: i

I*}IO

P{X =x0} = hm+ F(z) — F(zg) = F(z9) — F(z9) = 0.
Ako F(z) ima prekin vo z,, togax toj prekin e od desno (F(z) e
neprekinata od levo vo sekoja togka od R). Zatoa, lim+ F(z) # F(x), a

w—)wo

bidejki F(z) e monotono neopagagka Funkcija, sleduva deka hm+ F(z) >

fL'—)fL'O

F(z0). So zamena vo (2.3), imame:

P{X =x0} = hm+ F(z) — F(zg) > F(zg) — F(zo) =

fL'—)fL'O

3abemnemka 2.1 Vo literaturata, se srekava i deFinicijanasluqgajna
promenliva od sledniov oblik:
Cayuajna npomensusa X 0eg5unupana HG MPOCMOPOM MG B8ePOJAmHOCM

(Q,F,P) e pynruuja X : Q — R xoja e F-uamepauaa, m.e.
{E|X(F)<=z}eF, zasekojzecR. (2.4)

Ako vaka se definira slugajna promenliva, togax {E|X(FE) < z} € F,
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za sekoj = € R, pa Funkcija na raspredelba se definira so ravenstvoto:
F(z)=P{X <z}, zeR

Za vaka definiranata funkcija na raspredelba va at svojstvata F1) i
F2) od teorema 2.2, no svojstvoto F3) dobiva oblik:
F3') F(z) e neprekinata od desno vo sekoja togka z, € R.

2.2 Cayyajau IpOMEHJIMBU O MUCKPETEH TUII

Za slugajnata promenliva X velime deka e od diskreten tip
(ili diskretna slugajna promenliva), ako mno estvoto vrednosti
(t.e. rangot) na Funkcijata X e konegno ili prebrojlivo. Pri-
toa, ako X prima vrednosti od mno estvoto Rx = {x1,z2,...,2z,} (F 11

Rx = {z1,22,...}) SO verojatnosti p;, = P{X = z;}, togax » p; = 1 i
P{X € R$} =o. '

Mno estvoto vrednosti na slugajnata promenliva X, zaedno so
soodvetnite verojatnosti p;, i = 1,2,... go opredeluvaat zaxonom na
pacnpedesba wa cayuajrama npomenausa. AKO mno estvoto vrednosti

na slugajnata promenliva sodr 1 mal broj elementi, voobigaeno e
zakonot na raspredelba na X da se zapixe na sledniov nagin:

r1 X2 T3 ... In
X :

pr D2 PpP3 ... DPn

Vooquvame deka vo prviot red se zapixuvaat vrednostite kol gi prima
slugajnata promenliva X, a vo vtoriot red - soodvetnite verojatnosti.

Zakonot na raspredelba napolno ja opredeluva slugajnata pro-
menliva. Ke poka eme deka ako e zadaden zakonot na raspredelba, od
nego mo e ednoznagno da se opredeli funkcijata na raspredelba na
slugajnata promenliva i obratno.
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Najprvo, neka e zadadena slugajnata promenliva X so nejzi-
niot zakon na raspredelba, t.e. so mno estvoto vrednosti Rx =
{z1,22,...,2,} 1 verojatnostite p;, i = 1,2,...,n. Pretpostavuvame deka
elementite vo Ry se indeksirani taka Xto z; < 25 < --- < 2,. Ke ja
opredel ime Funkcijata na raspredelba na X soglasno so definicijata
(2.2).

< Flz)=P{X <z}=P0)=0
r1<z<z: Fla)=P{X<z}=P{X=xn1}=pm
ze<z<wzg: F(z)=P{X <za}=P{X €{z1,22}} =p1 +p2
r3 < T <4 F(z)=P{X <z} =P{X € {z1,22,23}} = p1 +p2 + ps3

Tno1<x<zn: F)=P{X<z}=P{X ec{z1,22,...,%n1}}=p1+p2+- -+ DPn_1
T> Tyt Flz)=P{X <z}=P{X e{z1,22,...,2n}}=p1+p2+-+pn=1

Znaqi, Funkcijata na raspredelba na slugajnata promenliva X go ima
sledniov oblik:

0, Tz < x
p1, T <x <29
p1+ p2, To <x <13
F(x) =4 p1+p2+ps, z3 <z <z , Il kratko F(z)= sz'-
1, <x
D1 +p2+"'+pn—1; xn—1<$S$n
1, T > Ty
(2.5)

Grafikot na funkcijata na raspredelba na slugajnata promen-
liva X ima skalesta forma so skokovi vo togkite z; € Rx. Visinata
na skokot vo togkata z; e p; = P{X = z;} = £m+ F(z) — F(z;) (slika 2.1).
Strelkite na grafikot oznaquvaat deka 1w=urg;7kcijata ne gi prima tie
vrednosti vo soodvetnite togki.

ITpumep 2.4 Neka slugajnata promenliva X e zadadena so zakonot na
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1+ Tp
(—¢ "
O
jo
!
b3
-
—
P2
lpl 1 1 1 1 1
T T T T T T T
Z1 €2 T3 T4 T5 Tpn—1 Tn

Slika 2.1. Funkcijana raspredelba na diskretna slugajna promenliva

raspredelba:
1 3 4 7
0.1 0.3 0.1 05

X :

Spored (2.5), Funkcijata na raspredelba na slugajnata promenliva X
ima oblik:

0, r<l1
0.1, 1<x<3
F(z) =< 04, 3<x<4
05, 4<x<T7T
1, z>"7

Obratno, ako slugajnata promenliva X od diskreten tip e zada-
dena so nejzinata Funkcija na raspredelba, od nea vednax mo e da se
opredeli zakonot na raspredelba na X. Imeno, vo mno estvoto vred-
nosti Rx se onie realni broevi z; vo koi graFfikot na F(z) ima skok,
a soodvetnata verojatnost p; e vsuxnost visinata na toj skok, t.e. se
opredeluva so formulata

pi=P{X =ua;}= hm+ F(z) — F(x;).

T
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ITpumep 2.5 Funkcijata na raspredelba na slugajnata promenliva Y

e zadadena so:
0, r < =2

02, —-2<z<l1
0.7, 1<z<5
1, T >5

F(z) =

Mo e da se vooqi deka F(z) ima prekin vo togkite -2, 1, 5, pa mno-
estvoto vrednosti na sluqgajnata promenliva Y e Ry = {-2,1,5}. Za
soodvetnite verojatnosti se dobiva:

P{X=-2} = lim F(r)—F(-2)=02-0=02
r—r—

P{X=1} = lim F(z)—F(1)=0.7-02=05
rz—1t

P{X=5} = lim F(z)—F(5)=1-07=0.3
r—51

Znaqi, zakonot na raspredelba na slugajnata promenliva X e:

-2 1 5
X: .
0.2 0.5 0.3
IlpuMmepu Ha MO3HATH pacupeneion on MUCKPETEH TUI

Numukatop Ha macran A. Neka A e daden nastan, taka xto
P(A) =p 1 neka ¢ = 1 — p. DeFinirame slugajna promenliva I, kako
broj na pojavuvanja na nastanot A vo eden izveden eksperiment. Jasno
e deka R;, = {0,1}, bidejki vo eden eksperiment nastanot A mo e da
se pojavi ednax ili niednax. Znaqi deka ovaa slugajna promenliva
prima vrednost 0, ako ne se pojavi nastanot A, ili vrednost 1, ako se
pojavi nastanot A. Ottuka,

P{I,=0} = PA)=1-p=q,
P{I, =1}

I
o]
=
I
=
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te.

0 1
Iy4:

q p
Slugajnata promenliva I, se narekuva uxdukamop na nacmarnom A 111
slugajna promenliva so Gepuyauesa pacnpedenbda.

Bunomua pacunpenenba. Neka slugajnata promenliva X oz-
naquva broj na pojavuvanja na nastanot A vo Bernulieva Xema so n
eksperimenti, kade xto p = P(A), a ¢ = 1 —p. Ottuka, mno estvoto
vrednosti Rx na slugajnata promenliva X ke bide Rx = {0,1,2,...,n},
a verojatnosta

pi=P{X =i} ="P,(i) = (?)piq”‘i, i € Ry.

Pritoa,

n

gpi =2 (?)piqni =(p+q" =1

=0
Za vaka definiranata slugajna promenliva X velime deka ima 6uromma
pacnpedesba SO parametri n 1 p 1 oznaquvame X ~ B(n,p).

Da vooqime deka Bernulievata raspredelba e specijalen sluqgaj
na binomnata raspredelba xto se dobivazan =1, t.e. B(1,p) e vsuxnost
Bernulieva raspredelba.

PamuomepHa pacmpenesta. Za slugajnata promenliva X
koja prima vrednosti od konegno mno estvo Rx = {zi,z2,...,2,} SO
ednakvi verojatnosti p; = P{X = z;} = y i =1,2,...,n, velime deka
ima pammomepna pacnpedeaba ha mno estvoto Ry 1 pixuvame
X ~U({z1,22,...,20}).

XunepreomeTpucka pacmnpeneada. Neka vo dadeno mno-

estvo od n razligni objekti, m objekti poseduvaat odredeno svo-
jstvo A (m < n). Od dadenoto mno estvo od n objekti, slugajno se
izbiraat £ (k < n). Neka slugajnata promenliva X oznaquva broj
na objekti od izbranite k£ kol go poseduvaat svojstvoto A. Togax
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Rx = {max{0,m + k — n},...,min{m, k}}. Za soodvetnite verojatnosti se

()07
. 1 k—1
pi=P{X =i} = Lt
k
Pritoa, Zpi = 1. Za slugajnata promenliva X velime deka ima zunep-

i=0
zeomempucka pacnpedeada SO parametri n,m, k.

dobiva:

i € Rx.

I'eomerpucka pacupenesnda. Se izveduva serija od nezavisni
i ednakvi eksperimenti sé dodeka ne se pojavi nastanot A. Pritoa,
p = P(A) 1 ¢ =1—p. Neka slugajnata promenliva X oznaquva broj
na izvedeni eksperimenti od predhodno opixanata serija. Brojot na
izvedeni eksperimenti do pojavuvanje na nastanot A mo e da bide 1
ili2ili3ili.... Ottuka, Ry = {1,2,3,...}. Ke gi oznaqime so 4,
nastanite: vo ;-tiot po red eksperiment se pojavi nastanot 4, i=1,2,...
Ovie nastani se nezavisni, poradi nezavisnosta na eksperimentite i
P(A;) = p, za sekoj i = 1,2,... Nastanot {X = i} ke se pojavi, ako vo
prvite i — 1 izveduvanje na eksperimentot ne se pojavuva nastanot A,
t.e. se pojavuva nastanot A, a vo posledniot (i-tiot) eksperiment se
pojavuva nastanot A. Zatoa,

Pi :P{X:Z} = P(Zl ZQ...ZiflAi)

L P(A)P(Ay)... P(Ai_1)P(4))

i

= q'_lp, 1€ Rx.

Pritoa, koristejki formula za presmetuvanje na zbir na geometriski
red, naogame deka

“+o0 “+o0 ‘
dpi=) ¢ 'p= % =1.
=1 =1

q

Za slugajnata promenliva X vel ime deka ima zeomempucka pacnpedesba
SO0 parametar p 1 pixuvame X ~ Geo(p).

Herarueaa GmmoMmua pacmpenesnba. Se izveduva serija od ne-



Caywajru npomenausy 79

zavisni 1 ednakvi eksperimenti sé do pojavuvanje na nastanot A togno
k pati. Bsto kako i1 prethodno, p = P(4) 1 ¢ =1—p. Neka slugajnata
promenliva X oznaquva broj na izvedeni eksperimenti od predhodno
opixanata serija. Ottuka, Rx = {k,k+ 1,k +2,...} 1

vo prvite n — 1 eksperimenti, nastanot A se pojavi
P{X =n} P{ p n p poj }

k — 1 pati 1 A se pojavi vo posledniot n-ti eksperiment

= (Z: i) (1 —p)""*p".

Za sluqgajnata promenliva vel ime deka ima negativna binomna raspre-
delba so parametri &k i p i pixXuvame: X ~ NB(k,p).

ITyaconoBa pacupenenta. Slugajnata promenliva X ima [ya-

conosa pacnpedenba, ako Rx ={0,1,2...} 10

)\i
p;, =P{X =i} = ,—'e*)‘,
1.
kade xto A > 0 e dadena konstanta. Za sumata na verojatnostite se
dobiva:

+oo +00 +00 4
R A A _ =X A AN 1
pPi = ,—'6 =€ —' =€ e =1,
i=0 iz " i=0

te. p;, i =0,1,... navistina opredeluvaat zakon na raspredelba. Oz-
naquvame X ~ P(\) 1 X mo e da se opixe kako broj na nezavisni nastani
koi se pojavuvaat vo edinica vreme.

2.3 Cuayuyajau IPOMEHJIMBU Ol AllCOJIy THO-HEIIPEKWHAT TUII

Neka slugajnata promenliva X gi prima site vrednosti od in-
tervalot (a,b) (M0 e a=—occ 111 b=+co 111 e dvete) 1 neka nejzinata
Ffunkcija na raspredelba e neprekinata na (a,b). Togax spored teo-
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rema 2.4, P{X = x¢} = lim+ F(z) — F(x9) = 0, za sekoj zy € (a,b). Spored
w—)wo

toa, X ne mo e da bide opredelena so verojatnostite so koi X prima

togno odredeni vrednosti. Zatoa treba da se najde druga karakteris-

tika koja ke bide analogna na zakonot na raspredelba vo diskreten

sluqaj.
Neka z,z + Az € (a,b) 1 neka Az > 0. Ako postoi granicata

P{zr <X <z + Ax}

p(z) = Jim Az !

togax p(z) se narekuva zycmuna wa pacnpedeaba wa gepojammocmume Na
slugajnata promenliva X (ili kratko, zycmuna na X). Ako slugajnata
promenliva X e zadadena so nejzinata funkcija na raspredelba, togax
spored teorema 2.1, gustinata na X mo e da se izrazi na sledniov
naqgin:

p(x) = lim F(x + Az) — F(x)

A.’L‘—)O A:Z: - F/(x). (2.6)

Ako p(z) e integrabi Ina funkcija, togax od gornoto ravenstvo
sleduva deka

Flz) = / p(t)dt, (2.7)

pri xto zemame deka p(z) =0,zaz <a Il1 z>b.

Hedbununuja 2.3

Ako postoi integrabilna funkcija p(x), takva xto za Funkci-
jata na raspredelba na slugajnata promenliva X e togno raven-
stvoto (2.7), togax za slugajnata promenliva X velime deka e

od ancoaYymHo-HeENPEKUHAI TMUTN.

Svojstvata na gustinata na edna slugajna promenliva od
apsolutno-neprekinat tip se dadeni vo slednata teorema.
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Teopema 2.5

Neka X e slugajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip so
gustina na raspredelba p(x). Togax:
i) p(x) >0, za sekoj = € R;

—+o0

1) /p(m)dw =1l

— 00

b
i1i) Pla < X < b} = /p(m)dw

Joxa3: i) Bidejki p(z) = F'(z), a Funkcijata na raspredelba F(x) e ne-
opagagka funkcija, sleduva deka F’(x) > 0, za sekoj = € R, t.e. p(z) > 0,
za sekoj z € R.

i4) Od lim F(z)=1 i ravenstvoto (2.7), sleduva deka

Tr— 400

z 400
1= tm Fo)= tm [ (0= [ (o

iii) Slugajnata promenliva X e od apsolutno neprekinat tip, pa
P{X =a} =0. Ottuka,

Pla< X <b}=Pla< X <b}=F(b) - F(a) =

|
8\&
=
&
IS8
8
|
—
=
&
IS8
8
Il
D\e-
=
&
IS8
8

ITpumep 2.6 Vremeto (vo minuti) potrebno da se startuva eden sis-
tem e sluqgajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip zadadena so
gustina:

C(10—z)%, 0<x<10
p(z) = ) )
0, VO ostanatite Sluqal

a) Da se opredeli konstantata C;
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b) Da se opredeli verojatnosta deka vremeto na startuvanje e pomegu
11 2 minuti.

400
Pemenune: a) Konstantata C ke ja opredel ime od uslovot / p(z)dx = 1.

— 00

Dobivame:
400 10
10 — 3 10 1 3
- /p(x)dx:/C(lo—x)deZ {_CM] —o+clX
s 0 ’ ’ ’
Ottuka,
3
C= 1000°
b)
2 2 3 3 (10 )3 2
B _ N2 — 0 (W)
P{l<X <2} = /p(x)dﬂc_/moo(10 7= "0 [ 3 L
1 1
_ 3 [@0-2° [da0-1*) 217 _ oo

O

ITpumep 2.7 Slugajnata promenliva X od apsolutno-neprekinat tip e
zadadena so nejzinata funkcija na raspredelba

0, r<1
F(r)=4 k(z—-1)? 1<z<3
1, >3

a) Da se opredeli konstantata k i gustinata na raspredelba na
slugajnata promenliva X.

b) Kolkava e verojatnosta deka slugajnata promenliva X vo

rezultatite od eksperimentot ke primi vrednosti od intervalot (1,2).

Pemenue: a) X e slugajna promenliva od apsolutno neprekinat tip, pa
nejzinata Funkcija na raspredelba mora da bide neprekinata funkcija.
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Tokmu od toj uslov ke ja opredel ime nepoznatata konstanta k. F(z) mo e
da ima prekinvo z =1 ili vo z = 3. Pritoa, lim, F(z) = lim k(z - 1)2 =
0 = F(1), za koja bilo vrednost na k. Od druga strana, F(3) =k(3—1)? =
4k, a mlgﬁﬂ F(z) =1, pa F(z) ke bide neprekinata vo = = 3, ako 4k =1, t.e.

k=1/4. Znaqi,

0, r<1
1
F(x) = Z(x—l)Q, l<x<3
1, z>3

Gustinata na raspredelba na X, ke ja opredel ime od ravenstvoto p(z) =
F'(x). Taka,

1
§(x—1), l<z<3

0, vo ostanatite slugai

b)
P{l<X<2}:P{1§X<2}:F(2)—F(1):3(2—1)2—0:i

IIpuMmepu Ha moO3HATU pacHpeneiou O alCOoJIy THO-HEIPEKUHAT TUI

Pamuomepna pacunpenenba ma umaTepBada (a,b). Za slugajnata
promenliva X velime deka ima pamnomepna pacnedenba na interval
(a,b) (1 oznaquvame X ~ U(a,b)), ako nejzinata gustina e konstantna na
ovoj interval, a e ednakva na 0, nadvor od nego, t.e.
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1
C=—— pa p(x)z{ R (2.8)
0, x ¢ (a,b)

Gustinata na slugajna promenliva X ~ U(a,b) e pretstavena na slika
2.2 a).

a) b)
Slika 2.2. Gustina i funkcija na U(a,b) raspredelba

So koristenje na (2.7), Funkcijata na raspredelba na slugajnata
promenliva X so ramnomerna raspredelba na (a,b) se opredeluva na
sledniov naqgin:

x<a F(a:)z/p(t)dtz/()da:zo,
a<x<b: F(x) /T (t)dt—/a()da:—i-/r i
- -] F N b—a b—a’ '

o o " .

x>b: F(x):/p(t)dt:/de—f—/b —|—/de=1,
—a
—00 —0o0 a b
te.
0, r<a
Flz) = E:Z a<z<b . (2.9)

1, x>b
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Funkcijata na ramnomerna raspredelba e pretstavena na Slika 2.2 b).

Excnomennujasnua pacupenenda. Za slugajnata promenliva X
velime deka ima excnonenyujaara pacnpedesba SO parametar A I pixu-
vame X ~ £()\), ako nejzinata gustina e zadadena so:

0, z <0
p(z) = . (2.10)
Xe ™ 2>0

So koristenje na (2.7), za funkcijata na raspredelba na X se dobiva:

0, <0

F(z) = { . (2.11)

1—e™™, 2>0

I'ama pacupenenba. Za slugajnata promenliva X velime deka
ima zama pacnpedenba SO parametri o 1 S 1 pixuvame X ~ I'(a, 3), ako
nejzinata gustina e zadadena so:

0, z <0
plz) = a=1 , 2.12
@=L (2.12)
I'(a)pe

kade xto T'(a) = /x“*leﬂdm e gama Ffunkcija i za priroden broj «,
0
I'a) = (a—1).

Da voogime deka ako vo (2.12) stavime a =1, a g = 1/, togax
gustinata na gama raspredelbata dobiva oblik (2.10). Toa znagi deka
eksponencijalnata £()\) e specijalen slugaj na gama raspredelba koja
sedobivazaa=1138=1/\

Hopwmagna (nau I'aycosa) pacupenentoa. Slugajnata promen-
liva X ima nopmanna (uau Laycosa) pacnpedenba SO parametri a i o2,
oznaquvame X ~ N(a,0?), ako nejzinata gustina e zadadena so:

1 _(z—a)?

p(z) = me 202 (2.13)

3
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kade xto a € R 1 o > 0 se dadeni konstanti (slika 2.3).

a

Slika 2.3. Gustina na N(a,o?)

—a)?

Bidejki ¢ 57 < 1, Funkcijata p(z) ke ima maksimum, ako

1
VZWU-

se namaluva 1 obratno, ako o opaga,

_(z—a)?

e 22 =1, te. ako z = a. Toj maksimum e p(a) =

Jasno e deka,

ako o raste, maksimumot

o
maksimumot na Funkcijata p(xz) se zgolemuva. Bsto taka, za r € R,

1 2
p(a—|—r):p(a—r)= \/%0_672”2)

Xto znaqi deka =z = a e oska na simetrija na grafikot na funkcijata
p(z). Znagi, prviot parametar « ja opredeluva polo bata na grafikot
na p(z), t.e. pravata vo odnos na koja toj grafik e simetrigen, a vto-
riot parametar o go opredeluva oblikot na grafikot, t.e. visinata
na maksimumot. Grafici za gustinata p(r) za razligni vrednosti na
parametrite a i o se dadeni na slika 2.4.

KomueBa pacmpenesoa. Slugajnata promenliva X ima
Kowuesa pacnpedenda, ako nejzinata gustina e zadadena so:

p(z) = .

- (2.14)
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Slika 2.4. Gustini na normalna raspredelba so razligni parametri

2.4 Cayuajau BeKTOpM

2.4.1 Heduaunuja HA CIIyUyaeH BEKTOD

Neka X1, Xo,..., X, se slugajni promenlivi definirani na pros-
torot na verojatnost (9, F,P). Togax na sekoj E € Q odgovara edna
podredena n-torka od realni broevi (X;(F), X2(E),...,X,(E)) € R*. Na
toj nagin se dobiva edna funkcija X = (X, Xo,...,X,,) od Q vo R" opre-
deleno so n-torkata (X, Xs, ..., X,,) koja se narekuva cayvaen sexmop 111

noseﬁe@uwzenmwmmna Cﬂyuajna npomexnausa.
Dokazot na slednata teorema e daden vo prilog A.3.
Teopema 2.6

Funkcijata X = (X, Xs,,...,X,) od Q vo R" e n-dimenzionalna
slugajna promenliva definirana na (Q,F,P) ako i samo ako za
sekoe n-dimenzionalno Borelovo mno estvo B, X~!(B) € F.

ITpumep 2.8 (Polinomna raspredelba) Neka A4;, A,,..., A, se nastani
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koi opredeluvaat diskretno razlo uvanje na Q, te 4,4, =0,zai#j 1
k

ZAi = Q. Razgleduvame serijaod N nezavisni i ednakvi eksperimenti
=1
gie mno estvo elementarni nastani e Q. Gi definirame slugajnite

promenlivi:
X; - broj na eksperimenti od izvedenite N vo koi se pojavil nastanot
A, i=1,2,... k.

Na toj naqgin e definiran k-dimenzionalen slugaen vektor
(X1, X2,...,Xk), kade xto Rx, = {0,1,...,N}, za i = 1,2,...,k. Neka n; +
na+---+nx =N 1 n; € brojot na pojavuvanje na nastanot A4; vo serijata
od N eksperimenti. Togax,

N!

ni, na n
p p .. .p )
K nk' 1 P2 k>

P{Xl:nl,XQZTLQ,...,Xk:TLk}:W

kade xto p, = P(A;), i=1,2,...,k. AKO ny +ns+---+ni # N, togax
P{Xlznl,Xgan,...,sznk}ZO.

Za slugajniot vektor (X, Xs,,...,Xy) velime deka ima polinomna ras-
predelba.

Vo ponatamoxniot del od kursot ke rabotime samo so dvodi-
menzionalni slugajni vektori (X,Y). Site poimi xXto ke se vovedat
za dvodimenzionalni slugajni vektori mo e da se obopxtat 1 za n-
dimenzionalni vektori (n > 2), no toa nema da se pravi vo ovoj ugeb-
nik.

2.4.2 ®Pymrnuja Ha pacmpenesioa Ha CJIIydaeH BEKTOP
Funkcijata na raspredelba na slugaen vektor se definira so

obopxtuvanje na poimot za Ffunkcija na raspredelba na edna slugajna
promenliva.
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lepunaunuja 2.4
Funkcija na raspredelba na slugajniot vektor (X,Y) e funkci-

jata F:R? — R definirana so

F(z,y) = P{X <z}n{Y <y})=P{X <2,Y <y}, (z,y) € R2.

Teopema 2.7
Ako F(z,y) e Funkcija na raspredelba na dvodimenzionalniot

slugaen vektor (X,Y), togax zaa < b I ¢ < d, togno e ravenstvoto:

Pla<X <bc<Y <d}=F(b,d) — F(,c)— F(a,d) + F(a,c). (2.15)

Joxka3s:

P{X <bY <d} —P{X <)Y <c}
—P{X<aY<d}+P{X<aY<c}
F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c).

Pla<X <bc<Y <d}

O

Ako F(z,y) e Funkcija na raspredelba na slugajniot vektor
(X,Y), togax F gi ima slednive svojstva:

FR1) F(z,y)e monotono neopagagka po sekoja od promenlivite;
FR2)  lim F(z,y) =0, . Fla,y)=0;

lim F(z,y)=1;
(z,y)—(400,+00) (@9)

FR3) F(z,y)e neprekinata od levo po sekoja od promenlivite.

Dokazot na ovie svojstva e sligen kako dokazot na teorema 2.2,
pa zatoa tuka nema da bide daden. No, treba da se vooqi slednoto:

Uslovite F1, F2 1 F3 se potrebni 1 dovolni (teorema 2.3) za edna
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Tunkcija F(z) da bide funkcija na raspredelba na edna sluqgajna pro-
menliva. No, za dvodimenzionalna funkcija uslovite FR1, FR2 i1 FR3
se potrebni, no ne i dovolni za taa da bide Funkcija na raspredelba
na eden slugaen vektor (X,Y). Toa najdobro ke bide ilustrirano so
sledniov primer.

ITpumep 2.9 Funkcijata

—_

vo ostanatite slugai

)

0, z<0iliy<oiliz+y<i
F(x,y):{

gi zadoluva uslovite FR1, FR2 1 FR3. No, ako pretpostavime deka
F(z,y) e Funkcija na raspredelba, togax od (2.15) dobivame deka
1

F(1,1) - F(§, 1) — F(1, %) + F(2

1-1-1+40=—1,

11

5)

1 1
Pi-<X<1l,-<Y«l1
f=xerg=y ey

xto e kontradikcija bidejki verojatnosta ne mo e da bide negativna.

Za da se postigne i dovolnost na uslovite FR1, FR2 1 FR3,
potrebno e da se dodade 1 uslovot za nenegativnost na izrazot od
desnata strana na (2.15), so xto se dobiva slednata teorema koja ja

davame bez dokaz.

Teopema 2.8

Funkcijata F(z,y) e Ffunkcija na raspredelba na dvodimen-
zionalen slugaen vektor (X,Y) ako 1 samo ako se ispolneti
slednive getiri uslovi:
FR1) F(x,y) e monotono neopagagka po sekoja od promenlivi te;
FR2) zli}riloo F(z,y) =0, yggloo F(z,y) =0;

(o )imortaey T W) = 1

FR3) F(z,y) e neprekinata od levo po sekoja od promenlivite.
FR4) F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c) > 0.
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2.5 CuyuajEu BEeKTOpHU O IACKPETEH M OJI alCOJIyTHO- Hell-

PEEKMHAT THUII

I sto kako kaj sluqgajni promenlivi i kaj slugajni vektori ke de-
Finirame dva tipa na slugajni vektori: od diskreten i od apsolutno-
neprekinat tip. Tie se definiraat so prirodno obopxtuvanje na
definicijata za slugajni promenlivi od diskreten, t.e. apsolutno-
neprekinat tip.

2.5.1 Cuayuajuu BeKTOPU O IUCKPETEH TUI

lepuaunuja 2.5

Cayuajuuom eexmop (X,Y) e 00 duckpemen mun, aKo NOCMOU
Juckpemno (Komewno uau npebpojrueo) mmomcecmso Rixyy € R?

maka wmo P{(X,Y) € Rfy .y} =0.

Sluqgajniot vektor (X,Y) od diskreten tip e napolno opredelen
S0 negoviot zaxon na pacnpedenba, t.e. SO mno estvoto vrednosti R xy)
i verojatnostite
pij = P{X =2;,Y = y;},

za site (z;,y;) € R(xy). Pritoa, Zzpij =1.
i
Ako mno estvoto vrednosti Ry y, € koneqno, te. Rixy) =

{(ziyy;) | i=1,....,m;5=1,...,n}, posebno vo slugaj koga brojot na ele-
menti vo ova mno estvo e mal, voobigaeno e zakonot na raspredelba na
slugajniot vektor (X,Y) da se pretstavi so tabela od sledniov oblik:
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X
X1 To - Tm
Y
Y1 P11 | P21 | --- | Pm1
Y2 P12 | P22 | --- | Pm2
Yn Pin P2n CEER Pmn

I sto kako 1 kaj slugajni promenlivi i1 kaj slugajni vektori, ako
e poznat zakonot na raspredelba na eden slugaen vektor od diskreten
tip, ednoznagno mo e da se opredeli negovata Funkcija na raspredelba
i obratno. Imeno, neka slugajniot vektor (X,Y) e zadaden so negoviot
zakon na raspredelba. Za negovata funkcija na raspredelba se dobiva
slednovo:
Ako z <z; 1l1 y <y, togax

F(z,y) = P{X <a,Y <y} =P(0) =0.
Ako z; <z < wiq1, yj <y <y, togax

F(z,y) = P{X<z,Y<yt=P{Xe{z,...,z:},Y €{y1,...,y;}}

ZZP{szr,YZys}:ZZPrs~

r=1s=1 r=1s=1

(2.16)

Mo e da se vooqi deka ako z; < x < z;11, y; <y < y;+1, togax vrednosta
na F(z,y) se dobiva so sobiranje na site verojatnosti od prethodnata
tabela so zakonot na raspredelba, koi se levo od kolonata soodvetna
na z = z;+1 1 nad redicata soodvetna y = y;+1 (bez niv).

ITpumep 2.10 Edna programa se sostoi od dva modula. Zakonot na
raspredelba na slugajniot vektor (X,Y), kade xto X e brojot na grexki
vo prviot, a Y - brojot na grexki vo vtoriot modul, e zadaden so
slednata tabela.
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X
1 2 3
Y
1 0.2 | 0.1 | 0.1
2 0.15 | 0.25 | 0.2

Soglasno (2.16) 1 prethodnata diskusija za funkcijata na raspredelba
na vektorot (X,Y) se dobiva:

X r<1l|l<ax<2|2<z<3|xz>3

Y
y<l1 0 0 0 0
l<y<?2 0 0.2 0.3 0.4
y>2 0 0.35 0.7 1

Obratno, neka slugajniot vektor (X,Y) od diskreten tip e
zadaden so Funkcija na raspredelba F(z,y). Togax mno estvoto vred-
nosti R x y) Se sostoi od onie parovi togki (z;,y;) vo koi Funkcijata na
raspredelba ima prekin (skok). Za verojatnostite so koi slugajniot
vektor gi prima tie parovi vrednosti, se dobiva:

P{X =uz;,Y =y,} = Plo; < X <zi+e,y; <Y <y; +ea}

lim
(e1,62)—(0F,0%)
= lim [F(zi+e1,y5 +€2) — F(xi +1,y5) — F(@i,y5 + €2) + F (x4, y5)]
(e1,e2)—(0tF,0%)

(2.17)
Mo e da se vooqi deka koga se presmetuva P{X = z;,Y = y;}, togax vo
tabelata za Funkcijata na raspredelba F(z,y) se razgleduva kvadratot
formiran od getirite kelil soodvetni na kolonite {z;_; < X < z;},
{.137; < X< 131'4_1} i redicite {yj—l <Y < yj}, {yj <Y < yj+1}, i od zbirot
na elementite po glavna dijagonala se odzema zbirot na elementite po
sporedna dijagonala.

IIpumep 2.11 Funkcijata na raspredelba na slugajniot vektor (X,Y)
e zadadena so slednata tabela.
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X
<0 |0<ax<2|xz>2
Y
y<1 0 0 0
1l<y<3 0 0.2 0.4
3<y<s 0 0.35 0.7
y>5 0 0.4 1

Soglasno prethodnata diskusija, mno estvoto vrednosti na slugaj-
niot vektor e

Rixyy = {(z,y)le €{0,2},y € {1,3,5}} = {(0,1),(0,3),(0,5),(2,1),(2,3), (2,5)},

a za verojatnostite, spored (2.17), se dobiva slednata tabela.

X
0 2
Y
1 0.2 | 0.2
3 0.15 | 0.15
) 0.05 | 0.25

2.5.2 CuayuyajHu BEeKTOPH O AlICOJIYy THO-HEIIPEKWHAT TUII
Hebununuja 2.6

Slugajniot vektor (X,Y) e od apsolutno- neprekinat tip, ako
postoi nenegativna integrabilna funkcija p(z,y), z,y € R, takva
xXto

F(l‘,y)z / /p(t17t2)dt2dt1. (2.18)

— 00 —0O0

Funkcijata p(z,y) se narekuva zycmuna wa pacnpedesnba na slugajniot
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vektor (X,Y). Bidejki lim F(z,y) =1, dobivame deka
(z,y)— (400,+00)

1= hm F(J?,y) = / / tl, tQ dtgdtl,
(z,y) = (+00,+00) (z, y)ﬁ(+oo +00)

— 00 —O0

t.e
400 +oo

/ / (o, y)dydz = 1. (2.19)

— 00 —O0

Od druga strana, od (2.18), se dobiva:

O*F(z,y)

900y p(z,y),

ako mexaniot izvod na F(x,y) postoi vo togkata (z,y).

Ilpumepu Ha mHo3HATH pacOmpenejion Ha CJAyYajHU BEKTOPU O
aIlCOJIy THO-HEIPEKMHAT THII

JlBomuMeHn3MoOHAJIHA HOPMAaJHA pacmpenesbda. Slugajniot vek-
tor (X,Y) so dvodimenzionalna normalna raspredelba so parametri
mx,my,o0%,0% 1 p Se zadava so gustina

1 1 (x —mx)? z—mxy—my , (y—my)?
p($7y) =  /——=XpP§— 2 2 _2p + 2 .
2roxoy /1 — p? 2(1—p?) 0% ox oy oy

Oznaquvame (X,Y) ~ Na(mx,my,0%,0%,p).

PamuomepHa pacmnpenendba Ha obOsacr G. Slugajniot vektor
(X,Y) ima ramnomerna raspredelba na oblast G C R?, ako gustinata e
zadadena so

1
p(z,y) = m(G)’ @y €@ , (2.20)

0, (z,9)¢G
kade xto m(G) e ploxtinata na oblasta G. Oznaquvame (X,Y) ~ U(G).
Ako G e krug so centar vo (0,0) i radius r, te. G = {(z,9)|2* + y* < r?},
togax ploxtinata na G e m(G) = r?m, pa za gustinata na ramnomerna
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raspredelba na slugajniot vektor (X,Y) na oblasta G se dobiva:

1 1
’ L y) € G 2 2 2
plz,y) =4 r*w (@) o TRYET
0, (z,y)¢G 0, z2+7y%>r?

ITpumep 2.12 Neka slugajniot vektor (X,Y) ima ramnomerna raspre-
delba na pravoagolnikot (a,b) x (c,d). Ploxtinata na pravoagolnikot
e (b—a)(d—c). Soglasno (2.20), gustinata na (X,Y) e zadadena so:

! <z<b c<y<d
—, a<ZI , c <y
plz,y) =4 (b—a)ld—c)
0, vo ostanatite slugai

Po definicija, soglasno (2.19), funkcijata na raspredelba na sluqaj-
niot vektor (X,Y) od apsolutno neprekinat tip e:

T Yy
Fla,y)= P{X <o, Y <y} = / / Dby, t2)dtadir.

— 00 —0O0

Za x <a ill y <c, se dobiva deka F(x,y) = 0, bidejki p(z,y) = 0. Neka
a<x<blic<y<d. Togax, imame:

B S S CE VT
F(x’y)_jc/(b—a)(d—c)dtzdtl_ b—ad—o)

Zaa<z<bh ay>d, sedobiva:

(x—a)d—¢c) xz—a

z d
1
F(”C’y):a/c/md”dlz G ad o ba

Zaz>bic<y<d, imame:
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b vy

Na kraj, zaz>b 1 y > d:

b d
B 1 _(b—a)(d—c)
Fle.y) _// b-ad— 0" " = —aa—o "
Znaqi, za Ffunkcijata na raspredelba na slugajniot vektor (X,Y) se

dobi slednovo:

0, r<aili y<ec
(z—a)ly —
, a<zx<b c<y<d
(b—a)(d—c)
F(z,y) = :2:2, a<z<b y>d
y—c’ r>b c<y<d
d—c

, x>b, y>d

Pokratko, ovaa funkcijana raspredelbamo e da se zapixe vo sledniov
oblik:

0, r<ailiy<ec

F(z,y) = . -
(@) min{u 1}-min{z C,l}, T >a, y>c

)
—a —C
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2.6 MapruraJgEU pacupeneaou

Vo ovoj del ke vidime kako ako sluqgajniot vektor (X,Y) e
zadaden so svojata raspredelba ke mo e da se opredeli raspredelbata
na sekoja od promenlivite X 1 Y, poedinegno. Tie raspredelbi ke gi
narekuvame mapzunaanu pacnpedeadbu Na promenlivite X i Y, soodvetno.

Najprvo, neka slugajniot vektor (X,Y) e zadaden so svojata
Tunkcija na raspredelba F(z,y). Ke ja opredel ime marginalnata funk-
cija na raspredelba Fx(z) na promenlivata X, a potoa i marginalnata
funkcija na raspredelba Fy(y) na promenlivata Y. Dobivame:

Fx(z) = P{X = P{X 2 Y = 1l F(x
x () {X <z} =P{X<zY <too}= lim F(z,y)

@ . (2.21)
Fy(y) = P{Y <y}=P{X<+c0,Y <y} = .’L‘ETOOF(:Z:’y).

Q

Pritoa koristime deka nastanite {X < +oo} 1 {Y < 400} se sigurni
nastani, t.e. se ednakvi na Q. Znaqi, utvrdivme deka marginalna
Funkcija na raspredelba na edna od promenlivite vo vektorot (X,Y)
se dobiva kako limes od zaednigkata funkcija na raspredelba F(z,y)
koga se puxti argumentot, soodveten na drugata promenliva, da te i
kon +oo.

IIpumep 2.13 Slugajniot vektor (X,Y) e zadaden so negovata funkcija
na raspredelba dadena vo slednata tabela.

X
<0 |0<ax<2|xz>2
Y
y<1 0 0 0
1<y<3 0 0.2 0.4
3<y<d 0 0.35 0.7
y>5 0 0.4 1
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Soglasno (2.21), za funkciite na raspredelba na X 1 Y se dobiva:

0 <0 0 y=1
) x <
04, 1<y<3
Fx(z)=<X 04, 0<a<2 , Fy(y) = 07 3 -5
7, <y<
1, x> 2 . y5
, y >

Da vooqime deka slugajot y — +o0o soodvetstvuva na y > 5, pa vred-
nostite na marginalnata funkcija na raspredelba na X se, vsux-
nost, vrednostite od poslednata redica na tabelata vo koja e dadena
zaednigkata Ffunkcija na raspredelba na slugajniot vektor (X,Y).
Analogno, slugajot r — +o0o soodvetstvuva na z > 2, pa vrednostite
na marginalnata funkcija na raspredelba na Y se, vsuxnost, vrednos-
tite od poslednata kolona na tabelata vo koja e dadena zaednigkata
Funkcija na raspredelba na slugajniot vektor (X,Y).

ITpumep 2.14 Neka slugajniot vektor (X,Y) ima ramnomerna raspre-
delba na pravoagolnikot (a,b) x (¢,d). Kako xto utvrdivme vo primer
2.12, funkcijata na raspredelba na (X,Y) e zadadena so:

0, r<aili y<ec

a<x<b c<y<d

F(z,y) = z:z, a<zr<b y>d
y—c, r>b c<y<d
d—c

1, x>b, y>d
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Soglasno ravenstvata (2.21), se dobiva slednovo:

0, r<a
Fx(x) = 2:2, a<z<b ,
1, x>b
kako 1
0, y<c
Fy(y) = G c<y<d
1, y>d

Znaqi, slugajnite promenlivi X i1 Y imaat ednodimenzionalna ram-
nomerna raspredelba, 1 toa X ~ U(a,b), a Y ~ U(c, d).

Vo prodol enie, ke gi razgledame posebno slugaite koga slu-
gajniot vektor e od diskreten i koga slugajniot vektor e od apsolutno-
neprekinat tip, i ke vidime kako se opredeluva marginalniot zakon,
t.e. marginalnata gustina na sekoja od promenlivite.

Neka (X,Y) e slugaen vektor od diskreten tip zadaden so zakon
na raspredelba p;; = P{X = ;,Y =y;}, (z5,y;) € R(x,y)- Za marginalniot
zakon na raspredelba na slugajnata promenliva X se dobiva:

i =P{X=x;}=P{X=2,,Y €R = P{X =uxz;,Y =y,}, 2.22
p (X =z} =P{X =2 v} J;Y {(X== Ys} (2.22)
Q Yj

za sekoj z; € Rx. Ako zakonot na raspredelba na (X,Y) e zadaden so
tabela, togax soglasno (2.22), verojatnosta p; = P{X = x;} e suma na
site verojatnosti vo kolonata soodvetna na nastanot {X = z;}.

Analogno, za marginalniot zakon na raspredelba na Y se do-

biva:

qj=P{Y =y;} = P{X € Rx,Y =y;} = ; P{X =z;,Y = y;}, (2.23)
Q Zq X

za sekoj y; € Ry, t.e. ¢; € suma na verojatnostite vo redicata soodvetna
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na nastanot {Y = y;}.

ITpumep 2.15 Neka slugajniot vektor (X,Y) od diskreten tip e
zadaden so zakonot na raspredelba daden vo slednata tabela.

X
0 2
Y
1 03 | 0.1
3 0.15 ] 0.15
5 0.05 | 0.25

Spored (2.22) 1 (2.23), za opredeluvanje na marginalnite zakoni na
raspredelba na slugajnite promenlivi X 1 Y treba da se presmeta
suma po site redici i1 site koloni na dadenata tabela. Ottamu, se
dobiva:

0 2 by

0.3 | 01 ||04
0.15 | 0.15 || 0.3
0.05 | 0.25 || 0.3

| o5 [ o5 | 1]

Mot |w |~

Znaqi, za marginalnite zakoni na sluqgajnite promenlivi X 1 Y se

0 2 1 3 5
X: Y : .
0.5 0.5 04 03 0.3

Neka (X,Y) e slugaen vektor od apsolutno neprekinat tip
zadaden so gustinata na raspredelba p(z,y). Za da ja opredelime
marginalnata gustina na raspredelba na X postapuvame na sledniot
naqin. Za funkcijata na raspredelba na X se dobiva slednovo:

dobiva:

xr oo

z Y
Fx(]‘)z lim F(Z,y): lim / /p(tl,tg)dtgdtlz / /p(tl,tg)dtgdtl.

y—+4o0 y—4o00
—00 —00 —00 —00
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Od druga strana,

x

Fx(l’)z /px(tl)dtl.

— 0o

Od poslednite dve ravenstva, sleduva deka

—+oo

px(ty) = / p(t1, t2)dt,

— 0o

te.
—+oo

px () = / Pl y)dy.

— 00

(2.24)

Analogno, za marginalnata gustina na Y se dobiva:

+o0

py(y) = / p(z,y)dz.

—00

(2.25)

Znaqi, ako se bara marginalnata gustina na edna od promenlivite, to-

gax zaednigkata gustina na vektorot (X,Y) se integrira po argumentot

soodveten na drugata promenliva.

IIpumep 2.16 Neka slugajniot vektor (X,Y) ~ Nay(mx,my,0%,0%,p).

Soglasno (2.24), za marginalnata gustina na X se dobiva:

+o0

px(z) = / p(z,y)dy

+ oo

_ /‘ 1 exp d — 1 (z —mx)? _2pw7mx y— my n (y — my)? dy

2roxoy\/1 — p? 2(1 - p?) ”?{ Tx oy (7%/
—oo
+oo

_ 1 /exp _ 1 (y—my)272px—mxy—my+p2(m—mx)2

2noxoy /1 — p2 2(1 — p?) o ox oy o%

'exp{*zuip%(l”f)(m e }dy
X

oo

2

N
2 2 — _ 2
_ v ~@-mx)?/20% /exp{_ ! [J my _ % mX} }dy

2roxoy\/1—p 2(1 — p2?)

— oo

oy ox
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Za rexavanje na posledniot integral ja voveduvame smenata

1 Yy —my T—mx
t= —p )
V1—p? oy ox
- d .
od kade xto se dobiva deka dt = — 2. So voveduvanje na smenata
gy \/ 1-— p2
vo integralot, se dobiva:
1 i
_ —(z—mx)?/20% / —t2/2 1 — p2d
px(r) = e e oy \/ p=dt
(@) 2roxoyy/1 — p?
1 T
_ 7(w7mx)2/20§(_ / 7t2/2d
= e e b
V2wox V2T

1 — 00
= 67(

V2mox

z—mx)?/20%

+oo
Pritoa, iskoristivme deka L/e‘tz/th = 1, kako intergal od
V2T

—0o0
gustina na normalna normirana raspredelba od —co do +co.

Znaqi, dobivme deka marginalata gustina na X e gustina na
ednodimenzionalna normalna raspredelba so parametri mx i %, te.
X ~ N(mx,0%). Od prigini na simetrijaY ~ N(my,0%).

2.7 Ycaosra pacnpenesba

Neka S € B; 1 neka nastanot {Y € S} ima pozitivna verojatnost,
t.e. P{Y € S} > 0. Funkcijata na uslovna raspredelba na X pri uslov
{Y € S} se definira so pomox na formulata za uslovna verojatnost na
slugajni nastani, na sledniov naqgin:

P{X <2,Y €S}

R.
Piyesy =&~ €

Fx(2l{Y € §}) = PUX < 2}[{Y € 5}) =

Neka (X,Y) e dvodimenzionalen slugaen vektor od diskreten tip
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zadaden so zakon na raspredelba p(z;.y;) = P{X = z;,,Y = y;}, za
(zi,y5) € Rix,yy 1 neka marginalnite zakoni na raspredelba na X i na
Y se oznageni SO px(z;) = P{X = z;}, ; € Rx 1 py(y;) = P{Y = y;},
y; € Ry, soodvetno. Analogno kako i prethodno, zakonot na uslovna
raspredelba na slugajnata promenliva X pri uslov {Y = y;}, kade xto
P{Y =y;} >0, se 1zrazuva so pomox na formulata za uslovna verojat-
nost na nastani:
_P{X =2,V =y;}  pli,y)

Na ist nagin, za zakonot na uslovna raspredelba na slugajnata pro-
menliva Y pri uslov {X = z;}, kade Xto P{X = z;} > 0, se dobiva
slednovo:

py (yjlei) = P({Y = y; }{X = 2:}) = PIX =2} pe(m) Y€ Ry.

Iepuaunmuja 2.7

Zakonot na uslovna raspredelba na slugajnata promenliva X
pri uslov {Y =y;,}, kade xto P{Y =y;} >0, se definira so:

p(xi,y;)

py(y;)

Analogno, za zakonot na uslovna raspredelba na slugajnata

px(wily;) = z; € Rx. (2.26)

promenliva Y pri uslov {X = z;}, kade xto P{X = z;} > 0, ja
imame slednata formula:

p(@i, y5)
i) = , y; €Ry. 2.27
by (y7 | ) Px (-T'L) y] e ( )

O

IIpumep 2.17 Zakonot na raspredelba na slugajniot vektor (X,Y) e
zadaden so slednata tabela.
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Yl 23]
Y
1 0.2 | 01 o1 04
0.15 | 0.25 | 0.2 | 0.6
> lo3s 035 03] 1]

Za uslovnite verojatnosti na X pri uslov {Y =1}, se dobiva slednovo:

px(2]1) = 1;(5&11)) = % =025
px(3l1) = ];(3511)) = % =0.25

Znaqi, zakon na uslovna raspredelba na X pri uslov {Y =1} e sled-
niov:
1 2 3

X Y= :
= 0.5 0.25 0.25

Mo e da se voogi deka verojatnostite na ovoj zakon na uslovna ras-
predelba se dobivaat so delenje na verojatnostite od prvata redica
(koja soodvetstvuva na nastanot {Y = 1}) od tabelata za zaednigkiot
zakon na raspredelba, so zbirot na elementite od taa redica, Xto e
vsuxnost P{Y =1}. Po taa analogija, zakonot na uslovna raspredelba
na X pri uslov {Y = 2} ke se dobie so delenje na verojatnostite od
vtorata redica so zbirot na elementite vo taa redica, xto e P{Y =2},
pa se dobiva slednovo:

1 2 3

Xiry—o :
=20 1 512 173
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Za uslovnite verojatnosti na Y pri uslov {X = 1}, se dobiva slednoto:

p(1,1) 0.2

py(1]1) = px(D) =ﬁ=4/7
p(1,2)  0.15
py(2]1) = ox() 035 3/7

Znaqi, zakonot na uslovna raspredelba na Y pri uslov {X =1} e sled-

19
Ao ( 47 3/7 ) '

Mo e da se vooqi deka verojatnostite pri ovoj zakon na uslovna

niov:

raspredelba se dobivaat so delenje na verojatnostite od prvata kolona
(koja soodvetstvuva na nastanot {X = 1}) od tabelata za zaednigkiot
zakon na raspredelba, so zbirot na elementite od taa kolona, xto e
vsuxnost P{X = 1}. Ottuka, za zakon na uslovna raspredelba na Y pri
uslov {X = 2} i za zakonot na uslovna raspredelba na Y pri uslov
{X =3}, se dobiva:

12 12
Yitx=2) ( 2/7 5/7 ) ’ Yitx=s) ¢ ( 1/3 2/3 ) '

Megutoa, ako (X,Y) e slugaen vektor od apsolutno-neprekinat
tip, togax uslovnata raspredelba na X pri uslov {Y =y} ne mo e da
se definira so formulata (2.26), bideki P{Y =y} = 0. Ovde ke dademe
definicija za gustina na uslovna raspredelba na X pri uslov {Y =y},
poagajki od slednite pretpostavki. Neka (X,Y) e slugaen vektor od
apsolutno-neprekinat tip zadaden so gustina p(z,y) 1 neka y e togka
vo koja marginalnata gustina na raspredelba na Y e pozitivna, te.
py(y) > 0. Ke pretpostavime deka p(z,y) 1 py(y) Se neprekinati sekade
kade xto toa e potrebno pri izveduvanjeto. Za uslovnata funkcija na
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raspredelbana X pri uslov {y <Y <y+h}, za h > 0, se dobiva slednovo:

z y+h

/ / p(u, v)dvdu

P{X<{L,y§Y<y+h}_—oo y

Fx(z{y <Y <y+h}) =

Ply<Y <y+h} y+h
py (v)dv
y
y+h
. p(u,v)dv
= / Z+h7 du
- py (v)dv

Y

Vo dvata integrala xto se javuvaat vo integrandot na nadvorexniot
integral ke ja primenime teoremata za sredna vrednost na integral-
noto smetanje, koja glasi:

Hexa f e wmenpexunama $ynxyuja wa uwmepsan [a,b]. Toeaw nocmou

b
¢ € [a,b], maxa wmo /f(x)dx = f(c)(b — a), uau exgusaseHMHOMO MEpoewe

b
dexa nocmou 0 < ¢; < 1, maxa wmo /f(a:)da: =fla+ci(b—a))(b—a).
y+h
Ako se primeni ovaa teorema vo /p(u,v)dv, razgleduvajki ja

Yy
Tfunkcijata p(u,v) kako Funkcija od v (u se tretira kako konstanta),
y+h

togax postol ¢; (0 < ¢; < 1) taka Xto y+ ci1h € [y,y + h), pa / p(u,v)dv =

Yy
y+h

p(u,y +c1h)h. Analogno, za /py(v)dv, od teoremata za sredna vrednost

Yy
na integralnoto smetanje postol ¢, (0 < ¢z < 1), taka Xto y+ca2h € [y, y+h)
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y+h
i / py (v)dv = py (y+c2h)h. S0 zamena vo prethodniot izraz za uslovnata

Yy
Funkcija na raspredelba na X pri uslov {y <Y <y+h} se dobiva:

x

p(u,y + c1h)
F <Y <y+h :/7d,
X (z[{y y+h}) P A

— 00

Ako se stavi h — 0T, se doaga do definicija na funkcija na uslovna
raspredelba na X pri uslov {Y =y}, za py(y) > 0:

x

Fx(zly) = / ];(;L(’;))du, z€R. (2.28)

—00

Posledniot izraz sugerira gustinata na uslovnata raspredelba (ili
kratko uslovnata gustina) da se defFinira na sledniov naqgin.

Iepuaunuja 2.8
Yenoswa zycmuna nNa slugajnata promenliva X od apsolutno-
neprekinat tip, pri uslov {Y = y}, za py(y) > 0, se definira

S0 izrazot:
p(@.y) z€eR. (2.29)

px(zly) =

Od ravenstvoto (2.29), jasno e deka px(z|y) > 0, a od (2.28) 1 (2.29),

mo e da se vidi deka

x

Fx (zly) = / px (uly)du, z €R.

— 0o
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I sto taka,
“+o0
e - / p(z, y)dz
[Py, _pv(y) _
_Zo px(ely)de __4 py (y) a py (y) py (y) b

Poslednite ravenstva uka uvaat deka uslovnata gustina na X pri
uslov {Y = y}, gi zadovoluva uslovite od teorema 2.5, Xto poka uva
deka 1 uslovnata gustina e gustina na raspredelba.

Analogno, uslovna gustinana Y pri uslov {X =z}, za px(z) > 0,
se definira so ravenstvoto:

py(ylz) =2 yEeR. (2.30)

IIpumep 2.18 Neka (X,Y) ~ Nay(mx,my,0%,0%,p). Ke ja opredelime
uslovnata raspredelba na Y pri uslov {X = z}. Pritoa, koristime
deka marginalnata raspredelba na X e normalna N(mx,c%). Od raven-
stvoto (2.30), se dobiva slednovo:

_ p(=y)
py (ylz) =
px ()
1 1 x—my)? r—m —m —my)?
expd - , ( 2X) ~2p x y—my (¥ 2Y)
_ 2moxoyy/1—p? 2(1 - p?) ox ox oy o3

- 1 (z — mx)?
o Py T ooz
2mox 20'X
1 1 «
= exp{ —
V2roy /1 - p2 2(1 - p?)o}
2 2

x [ =my)? =202 (y — my )@ — mx) + (@ —mx)? — L (1 - p)(a — mxﬂ }
ox % %

1 1
= exp{ — X
V2moy /1 — p? { 2(1 — p2)o2.
2

oy o
X | (y —my)? = 2p—(y — my)(z —mx) + p* = (x — mx)?
ox 0%

— 1 1 oy 2

T Vamoy VI P 20— p)e [y—mY—P;(w—mX)}

- 1 1 oy 2
a \/ﬂﬂyﬂexp{ZU%(l —p2) {y’ (mY +P;(x*mx))} }

Kako xto mo e da se vooqi od posledniot izraz, uslov-
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nata raspredelba na Y pri uslov {X = 2z} e normalna
N (my 1oz —mx), 02 (1 — p2)) raspredelba.
ox

Prviot parametar na ovaa raspredelba mo eme da go nabljudu-
vame kako funkcija od z:

Oy
y=my +p—(z —mx).
ox

Poslednata ravenka e ravenka na prava niz togkata (mx,my) so koe-
ficient na pravec p—Y i se narekuva npasa na peepecuja Na y Po z i
istata mo e da se zaplxe vo oblik:

Yy—my r—mx

oy ox
Od prigini na simetrija, uslovnata raspredelba na X pri uslov {Y =
y} e normalna N (mx + pZX(y — my), 0% (1 — p?)) raspredelba, a prviot
oy
parametar razgleduvan kako funkcija od y ja dava soodvetnata prava

na regresijana z po y:

r—mx Yy—my

(2D Oy

Pravite na regresija imaat golemo znagenje 1 primena vo statistika.

2.8 He3aBucHOCT Ha CJIy4yajHU IPOMEHJIUBU

Nezavisnost na slugajni promenlivi se definira preku neza-
visnost na slugajni nastani.
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llepununuja 2.9

Slugajnite promenlivi X;,X,,..., X, se nezavisni, ako za
proizvolni S; € By, i = 1,2,...,n, slugajnite nastani {X; € S;},
{Xs € S2},..., {X, €8,} se nezavisni vo celina, te.

P({Xl S Sl} N {XQ € Sg} N---N {Xn € Sn}) = ﬁP{Xl € Sl} (231)

Ako n = 2, togax definicija 2.9 i uslovot (2.31) go dobivaat
sledniot oblik.

Hedbuaunuja 2.10

Slugajnite promenlivi X i Y se nezavisni, ako za proizvolni

S1 € By 1 Sy € By, slugajnite nastani {X € S}, {V € S5} se
nezavisni, t.e.

P({XGSl}ﬂ{YESQ}) :P{Xesl}P{YESQ} (232)

Ako S; = (—,z), togax nastanot {X € S;} mo e da se zapixe Vo
sledniov oblik:

{XeSi}={Xe(—0,2)} ={X < z}.

Analogno, ako S; = (—o0,y), togax {Y € S2} = {Y < y}. Za vaka 1zbrano
S 1 S,, ravenstvoto (2.32) mo e da se zapixe vo oblik:

P{X <Y <y} =P{X <z} -P{Y <y},

te.
F(z,y) = Fx(2)Fy (y)- (2.33)

Znaqgi, ako X 1 Y se nezavisni slugajni promenlivi, togax zaednigkata
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Tunkcija na raspredelba na vektorot (X,Y) mo e da se pretstavi kako
proizvod na marginalnite funkcii na raspredelba na slugajnite pro-

menlivi X 17Y.

Od druga strana, se poka uva deka va 1 1 obratnoto tvrdenje,

t.e. ako za slugajniot vektor (X,Y) va 1 ravenstvoto (2.33), togax X
i Y se nezavisni slugajni promenlivi. Vsuxnost, togna e slednava

teorema.

Teopema 2.9

Slugajnite promenlivi X 1 Y se nezavisni ako i samo ako zaed-
nigkata Funkcija na raspredelba na vektorot (X,Y) mo e da se
pretstavi kako proizvod na marginalnite funkcii na raspre-
delba na slugajnite promenlivi X i Y, te.

F(z,y) = Fx(2)Fy (y).

Dokazot na ova tvrdenje e daden vo Prilog A.4.

Uslovot za nezavisnost (2.33), zavisnho od tipot na slugajniot

vektor (X,Y) mo e da se zapixe vo nekoj od slednive oblici:

e Ako (X,Y) e slugaen vektor od diskreten tip, togax potrebniot
i dovolen uslov za nezavisnost na slugajnite promenlivi X i Y
mo e da se zadade so:

P{X =2Y =y} =P{X =a}P{Y =y}, za site (z,y) € Rix,y).-
(2.34)

e Ako (X,Y) e slugaen vektor od apsolutno-neprekinat tip zadaden
so gustina na raspredelba p(z,y), togax potrebniot i dovolen
uslov za nezavisnost na slugajnite promenlivi X 1 Y mo e da
se zadade so:

p(x,y) = px(z)py (y), z,y €R. (2.35)



Caywajru npomenausy 113

IIpumep 2.19 Zakonot na raspredelba na slugajniot vektor (X,Y) e
zadaden so slednata tabela.

X123
Y
1 02 | 0.1 [01] 04
0.15 | 0.25 | 0.2 || 0.6
> lo3s 035 03] 1]

Za marginalnite zakoni na raspredelba na X i na Y se dobiva:

1 2 3 1 2
X: Y :
0.35 0.35 0.3 0.4 0.6

Za nezavisnost na slugajnite promenlivi X i1 Y potrebno e uslovot
(2.34) dava 1 za (z,y) € Rix,y)- No,

P{X=1Y=1}=0,2#0,35-0,4= P{X =1}P{Y =1},
od kade xto sleduva deka X 1 Y ne se nezavisni slugajni promenlivi.

IIpumep 2.20 Neka (X,Y) ~ Ny(mx,my,0%,0%,p). Da se opredeli
potreben 1 dovolen uslov za nezavisnost na slugajnite promenlivi
X1iY.

Pemenue: Zaednigkata gustina na raspredelba na (X,Y) e zadadena
so:

1 1 :cme2 r—mx Yy — my yfmy2
p(z,y) = ———————exp{ — 5 ( 5 ) —2p +( 5 ) .
2roxoy /1 — p? 2(1 - p?) ox ox oy oy

Poka avme prethodno deka X i1 Y imaat isto taka normalna raspre-
delba i toa X ~ N(mx,0%), Y ~ N(my,oy). Ottuka,

1 2 2 1 2 2
pX(J?)pY(y) = ,_27'(0'X ei(ajimx) [20% . 7%/67(y7my) /20y

= #exp{—l [(w—glx)2 4 (y—TY)z} }

2mox oy 2 ox oy
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Pritoa, jasno e deka p(z,y) = px(z)py(y) ako 1 samo ako p = 0. Znaqi,
potreben i dovolen uslov za nezavisnost na normalno raspredelenite
slugajni promenlivi X 1 Y e parametarot p = 0. O

Neka X 1 Y se nezavisni slugajni promenlivi od diskreten tip,
togax za uslovniot zakon na raspredelba na X pri uslov {Y = y;} se
dobiva:

p(xi,y;) nez. px (xi)py (y;)

py (¥5) py (y5) = px(zi),

px(Tily;) =

za site z; € Rx, te. uslovnata raspredelba na X pri uslov {Y = y;}
se sovpaga so bezuslovnata raspredelba na X. Analogno, za uslovniot
zakon na raspredelba na Y pri uslov {X = z;} se dobiva:

p(@i, y;) nez. px (z:i)py (y;)
px () px (i)

py (yjlwi) = = py (¥5),

za site y; € Ry, t.e. uslovnata raspredelba na Y pri uslov {X = z;} se
sovpaga so bezuslovnata raspredelba na Y.

Ako pak, X 1Y se nezavisni slugajni promenlivi od apsolutno
neprekinat tip, togax za uslovnata gustina na X pri uslov {Y =y} se

dobiva:
p(x,y) nez. px(z)py (y)

py (y) B py (y)
t.e. uslovnata gustina na X pri uslov {Y =y} se sovpaga so bezuslov-

px(zly) = = px(z),

nata gustina na X. Analogno, za uslovnata gustina na Y pri uslov
{X =2z} se dobiva:

p(z,y) nez. px (x)py ()
px(z) px(z)

py (ylx) = =py(y),

t.e. uslovnata gustina na Y pri uslov {X =z} se sovpaga so bezuslov-
nata gustinanay.

3abesemka 2.2 Uslovot za nezavisnost (2.33) mo e da se obopxti
i na poveke od dve promenlivi. BImeno, slugajnite promenlivi X,
Xo,..., X, se nezavisni ako 1 samo ako zaednigkata Funkcija na raspre-
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delba na vektorot (X, X,,...,X,) mo e da se pretstavi kako proizvod
na marginalnite funkcii na raspredelba na slugajnite promenlivi
X1, Xo,..., X, te.

F($1,$2, e ,xn) = FX1 (xl)FXz (LL'Q) -FX“ (l’n)

Znaqi, Funkcijata na raspredelba na slugajniot vektor (X;, Xs,..., X,,)
od proizvolen red e napolno opredelena so funkciite na raspre-
delba na sluqgajnite promenlivi X;, X,,..., X,. Uxte poveke, ako
site ovie slugajni promenlivi se ednakvo raspredeleni so funkcija
na raspredelba F(z), togax za raspredelbata na slugajniot vektor
(X1, Xs,...,X,) se dobiva:

F(xy,xa,...,2,) = HF(@)

Poslednoto ravenstvo e mnogu bitno vo statistika pri opredeluvanje
na raspredelba na eden slugaen primerok.

2.9 ®PyHKIMM on CilydyajHU MPOMEHJIMBU

Iepnaunuja 2.11

Funkcijata f : R® — R se narekuva LGopenosa ¢ynryuja, ako
f~1(9) € B, za sekoe S € B;.

I meno, ako f e Borelova Funkcija, togax inverzna slika na Borelovo
mno estvo od B; e Borelovo mno estvo vo B,. Da napomeneme deka
Funkciite kol se neprekinati ili neprekinati po delovi se Borelovi
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Tunkcii, no vo opxt sluqgaj, obratnoto ne va i. Taka, na primer,
fl@)y=2, g(x)=2", neZ, h(zx)=-cr (c=const),
se Borelovi funkcii od R vo R, a

fley)=2+y, gy =z-y, hlry =zy, 1,y =1/y

se Borelovi funkcii od R? vo R, itn. Se poka uva deka ako
(X1,X2,...,X,) € slugaen vektor, a f : R* — R e Borelova Funkcija,
togax preslikuvanjeto Y : Q — R definirano so:

ili kratko Y = f(X1,Xs,...,X,) e slugajna promenliva. Imeno, togna
e slednava teorema qij dokaz e daden vo Prilog A.5.

Teopema 2.10

Neka f: R® — R e Borelova funkcija, a (X1, Xs,...,X,) e daden
slugaen vektor. Togax Y = f(X;,Xa,...,X,) e slugajna promen-
liva.

2.9.1 ®Pyuxnum o4 emHa CJIy4yajHA IIPOMEHJIVIBA

Neka X e dadena slugajna promenliva so poznata raspredelba
i neka f: R — R e Borelova Ffunkcija. Spored teorema 2.10, Y = f(X)
e slugajna promenliva. Naxa cel e da se opredeli nejzinata raspre-
delba. Tipot na ovaa raspredelba zavisi od tipot na raspredelba na
slugajnata promenliva X.

Prvo, neka X e slugajna promenliva od diskreten tip zadadena
so mno estvo vrednosti Rx = {z1,z2,...} (MNO estvoto vrednosti mo e
da e konegno il prebrojlivo) i verojatnosti p; = P{X = x;}, zZaz; € Rx.
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Togax slugajnata promenliva Y prima vrednosti od Ry = {y1,¥2,..-},
kade xto y; = f(x;) pri xto verojatnostite so koi Y gi prima oddelnite
vrednosti se opredeluvaat vo zavisnost od toa koj od slednive dva
sluqgaja e zadovolen:

e Ako f e Injektivna funkcija, t.e.

wi# g = fw) # f(x)),

togax za sekoj y; € Ry, postoi edinstven z; € Ry, taka Xto f(z;) = y;,

pa
P{Y=y}=P{X=ux;}=p;, i=12,...

e Neka f ne e injektivna funkcija. Togax zay; € Ry mo e da postojat
poveke z; € Rx koi so f se preslikuvaat vo y;, t.e.

f(xil):yiv f(wiz):yia ceey f(xlk):yl

Ottuka sleduva deka nastanot {Y = y;} ke se pojavi ako 1 samo ako
se pojavi eden od nastanite {X ==z, }, r=1,...,k kol se disjunkni
pomegu sebe, pa zatoa

k k
P{Y = y7} = ZP{X = Xi,r} = sz'r'
r=1 r=1

ITpumep 2.21 Neka slugajnata promenliva X e zadadena so:

(123)
X: .
1/8 1/2 3/8

Ke ja opredelime raspredelbata na slugajnata promenliva Y = X?2.

Najprvo da vooqime deka funkcijata y = 22, za = € {1,2,3} e in-
jektivna funkcija. Mno estvoto vrednosti naY e Ry = {1,4,9}, bidejki
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1=12%,4=2%1 9 =32 Soglasno prethodnoto naogame:

Py =1} = P{X?’=1}=P{X=1}=1/8;
P{Y =4} = P{X?=4}=P{X=2}=1/2;
P{Y =9} = P{X?=9}=P{X=3}=3/8.

Znaqi, zakonot na raspredelba na Y e od sledniov oblik:

( 1 4 9 )
Y: .
1/8 1/2 3/8

ITpumep 2.22 Ke ja opredelime raspredelbata na slugajnata promen-

livaY = X2, kade xto
-1 1 2
X : .
( 1/4 1/4 1/2 )

Da vooqime deka vo ovoj slugaj, funkcijata y = 22 ne e injektivna
bidejki 22 = 1 za dve vrednosti od Ry, te. zaz = -1 1i 2z = 1. Mno-
estvoto vrednosti na Y e Ry = {1,4}, a za soodvetnite verojatnosti

naogame:
PY=1} = P{X?=1}=P{X=-1}+P{X=1}=1/4+1/4=1/2
P{Y =4} = P{X?’=4}=P{X=2}=1/2.

Znaqi, zakonot na raspredelba na Y e:

1 4
Y ! ( s 1 ) . te. Y ~U({1,4)).

Neka, sega, X e slugajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip za-
dadena so gustina px(r). Slednata teorema poka uva kako mo e da
se opredeli gustinata na raspredelba na slugajnata promenliva ¥V =
f(X), vo sluqgaj koga f e strogo monotona Ffunkcija i ima neprekinat
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izvod nad mno estvoto vrednosti na X.

Teopema 2.11

Neka X e slugajna promenliva od apsolutno neprekinat tip koja
prima vrednosti od intervalot (a,b) (M0 € a= —oo il1 b= +c0
ili i dvete). Ako f e strogo monotona Funkcija i ima nepreki-
nat izvod na (a,b), togax gustinata na raspredelba na Y = f(X)
se opredeluva so:

py (@) = px(F T @)I(F ) (@)I. (2.36)

Ioxra3s: Prvo, neka f e strogo monotono rastegka na (a,b). Togax i1 f—!
e strogo monotono rastegka na intervalot (f(a), (b)), pa (f~!)(z) > 0,
te. [(fY ()| = (f Y (x), za z € (f(a),f(b)). Sega, za Funkcijata na
raspredelba na slugajnata promenliva Y se dobiva:

Fy(a) = P{Y <&} = P{f(X) <a} = P{X < [ ()} = Fx(/""(a)).

So diferenciranje na posledniot izraz ke ja dobieme gustinata na
raspredelba na slugajanata promenliva Y. Imeno,

py (@) = Fy(z) = px (f (@) (F71) (@) = px (f @)I(F ) (@),

pri xto vo poslednoto ravenstvo e iskoristeno deka izvodot na (f~!)
e pozitiven na (f(a), f(b)).

Ako f e strogo monotono opagagka na (a,b), togax i f~! e strogo
monotono opagagka na (f(b), f(a)). Ottuka, (f~1)(z) <0, te. |(f~Y'(z)] =
—(f~Y(x), za = € (f(b), f(a)). Koristejki go prethodnoto, za funkcijata
na raspredelba na Y, dobivame:

Fy(z) = P{Y <a} = P{f(X) <a} = P{X > f7'(2)} =1 - Fx(f'(x)).
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Sega, so diferenciranje za gustinata na raspredelba na Y se dobiva:
py (2) = Fy(2) = —px (f (@) (f 7)) (2) = px (f T @)I(F ) ()],
bidejki izvodot na f~! e negativen na (f(b), f(a)). O

ITpumep 2.23 Da se opredel i gustinata na raspredelba na slugajnata
promenliva Y, ako:

X —
a)Y = 2 7% kade xto X ~ N(a,0?), o > 0;

g
P) Y =0X +a, kade Xto o >0 1 X ~ N(0,1).

Pemenue: a) Bideki X ~ N(a,0?), gustinata na X e zadadena so:

1
px(x) = e~ (w=a)*/20% (2.37)

2mo

r—a

Od f(z) = — naogame deka f~!(z) = ox +a, pa (f~!)(z) =0 > 0. Sega,
so primena na ravenstvoto (2.36), za gustinata na raspredelbana Y se
dobiva:

py (z) = px (f~H@)|(F7) (@) = px(0x + a)|o]| = o - px(ox + a).
So zamena na px od (2.37), se dobiva:

1 1
ef(aa:+a7a)2/20'2 _ 67w2/2’

PY(l‘):U'm NG

te. Y ~ N(0,1).
_ _ - X
Znaqi, so primena na transformacijata Y =

—% na slugajna
promenliva X koja ima normalna N(a,0?) raspredelba, se dobiva slu-
gajna promenliva Y ~ N(0,1). Ovaa raspredelba se narekuva normalna
normirana (ili standardizirana) raspredelba. Zatoa, vakvata trans-
formacija se narekuva nopmupamwe na caywajrama npomenauea X.

b) Od f(z) = ox + a, naogame deka f~'(z) = r-a pa (f~Y)(z) = 1/o > 0.

g
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So zamena vo (2.36), se dobiva:

py (@) =px (f T @)I(F7Y) ()] = px(w > a)

Koristejki deka X ~ N(0,1), dobivame:

V2o

te. Y ~ N(a,0?). O

3abesemka 2.3 Da vooqime deka vo dokazot na teorema 2.11, najprvo ja
opredelivme Funkcijata na raspredelba na Y, a potoa so nejzino dife-
renciranje ja najdovme i soodvetnata gustina na raspredelba. Ottuka,
pri opredeluvanje na gustina na raspredelba na slugajnata promen-
livaY = f(X) mo e da se koristi istata ovaa postapka, bez da se
koristi ravenstvoto (2.36). Toa ke go napravime vo slednite primeri.

ITpumep 2.24 Neka slugajnata promenliva X ima funkcija na raspre-
delba F(z). Ke ja opredel ime Funkcijata na raspredelba na slugajnata
promenliva Y = F(X). Vodejki smetka deka F(x) e Funkcija na raspre-
delba, t.e. e monotono neopafagka i prima vrednosti od intervalot
[0,1], za Funkcijata na raspredelba na Y se dobiva slednovo:

zay<0, Fy(y)=P{Y <y}=P{FX)<y}=0;

ZalO<y<l1,

Fy(y) = P{Y <y} = P{F(X) <y} = P{X <F~'(y)} = Fx(F~'(y)) = v;

zay>1, Fy(yy=P{Y<yt=P{FX)<y}=1.

Znaqi,
0, y<0
Fy(y)=4q v, 0<y<1,
1, y>1.

te. Y ~U(0,1).
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IIpumep 2.25 Neka Y ~ U(0,1) i X = F~1(Y), kade xto F(z) gi zado-
voluva uslovite za funkcija na raspredelba. Ke poka eme deka
Funkcijata na raspredelba na X e F(x). Imeno, za funkcijata na ras-
predelba na X se dobiva:

Fx(r)=P{X <2} =P{F YY) <a} =P{Y < F(z)} = Fy(F(x)) = F(x),

bidejki Y ima ramnomerna U(0,1) raspredelba i 0 < F(z) < 1, za sekoe
xZ.

Hamomena: Ovaa zadaga ovozmo uva generiranje na slugajni broevi
so dadena raspredelba. Imeno, ako treba da se generira niza broevi
od raspredelba zadadena so funkcija na raspredelba F(z) (koja treba
da e inverzibilna funkcija), togax se postapuva na sledniov nagin:
1) se generira niza so ramnomerna raspredelba na intervalot (0,1);
2) na dobienata niza se primenuva transformacija F~!(x) i se dobiva
niza so baranata raspredelba.

2.9.2 @PysrnumM o4 nBe CIy4vajHU NPOMEHJINBU

Neka (X,Y) e slugaen vektor od red 2 i neka f: R? - R. Pov-
torno, spored teorema 2.10 sleduva deka Z = f(X,Y) e slugajna pro-
menliva. Zatoa, ke velime deka slugajnata promenliva Z e funkcija
od slugajniot vektor (X,Y) od red 2, t.e. e funkcija od dve slugajni
promenlivi X 1 Y. Treba da se opredeli raspredelbata na slugajnata
promenliva Z = f(X,Y). Tipot na ovaa raspredelba zavisi od tipot
na raspredelba na slugajniot vektor (X,Y).

Najprvo, neka (X,Y) e slugaen vektor od diskreten tip zadaden
so negoviot zakon na raspredelba p;; = P{X = z;,Y = y;}, (@i,y;) € R(x,v)-
Za zakonot na raspredelba na Z se dobiva slednovo:

P{Z=zy=P{f(X.Y)=z}= Y P{X=z,Y=y}= > bpy
(mq;,yj) S R(ny) (7'173/7) S R(X.Y)
f(zi,y;) == f(ziy;) ==
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IIpumep 2.26 Edna programa se sostoi od dva modula. Neka sluqaj-
nata promenliva X go oznaquva brojot na grexki vo prviot, a slugaj-
nata promenliva Y - brojot na grexki vo vtoriot modul. Zakonot na
raspredelba na slugajniot vektor (X,Y) e zadaden so slednata tabela:

X
1 2 3
Y
1 0.2 | 0.1 | 0.1
2 0.15 | 0.25 | 0.2

Ke ja opredelime raspredelbata na slugajnata promenliva Z - vkupen
broj grexki vo programata. Jasno e deka Z = X+Y. Od Rix y) = {1,2,3} x
{1,2}, naogame deka mno estvoto vrednosti na slugajnata promenliva
Z e Rz ={2,3,4,5}. Za soodvetnite verojatnosti se dobiva:

P{Z=2} = P{X+Y =2} = P{X=1,Y=1}=02
P{Z=3} = P{X+Y =3} = P{X=1Y=2}+P{X=2Y=1}
= 0.15+0.1=0.25

P{Z=4} = P{X+Y =4} = P{X=2Y=2}+P{X=3Y=1}
0.2540.1 =0.35
P{Z=5} = P{X+Y =5} = P{X=3Y=2}=02

Znaqi, zakonot na raspredelba na Z e od oblik:

2 3 4 5
7 .
( 0.2 0.25 0.35 0.2 )

Vo prodol enie, ke go razgledame slugajot koga (X,Y) e slugaen
vektor od apsolutno-neprekinat tip zadaden so gustina na raspredelba
p(z,y) 1 neka Z = f(X,Y). Gustinata na Z se opredeluva na sledniov
naqin. Prvo, se voveduva pomoxna slugajna promenliva U koja najed-
nostavno e da bide identigna slugajna promenliva. Znagi, U =X il1i
U =Y. Bez gubenje na opxtosta, neka U = X. Na toj nagin, dobivame
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sistem od dve slugajni promenlivi Z i U koi se Ffunkcii od slugajnite
promenlivi X 1 Y. Vo termini na obigni promenlivi, transformaci-
jata so koja od (X,Y) se dobiva vektorot (Z,U) e zadadana so sistemot

{ 2= J@y) (2.38)

ravenstva:

U=

I nverznata transformacija na prethodno dadenata se dobiva ako = i
y Se izrazat preku z i u, se dobiva:

{ v=g(zu) (2.39)

Y = ga(2,u)

za nekoi funkcii g; i g od R? vo R.

Neka S; € R? so transformacijata zadadena so (2.38) se pres-
likuva vo mno estvo S, C R?, t.e.

Sy = {(z,u)|z = f(xvy)au =, (xay) € Sl}

Jakobijanot na inverznata transformacija (2.39) e

ox ox

Dz Ou
J=

dy dy

9z Ou

Sega, soglasno praviloto za smena vo dvoen integral, imame:

PUZU) € S} = P{X,Y) € S} = //p(a:,y)dxdy
S1

[ s, gate w)l sz
Sa

Ottuka, za gustinata na slugajniot vektor (Z,U) se dobiva:
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sz(Z,U) :p(gl(z7u)592(zau))|']| (240)
Na kraj, raspredelbata na slugajnata promenliva Z se naoga kako

marginalna raspredelba od raspredelbata na slugajniot vektor (Z,U).

IIpumep 2.27 Slugajniot vektor (X,Y) e zadaden so gustinata na ras-
predelba p(z,y). Ke ja opredelime raspredelbata na slugajnata pro-
menliva Z = X +Y. Za taa cel, voveduvame pomoxna slugajna promen-
liva U = X. Na toj nagin e zadadena transformacijata:

z=x+Yy
uU=2x ’

gija inverzna transformacija e:

rT=u
y=z—u

Jakobijanot na inverznata transformacija e:

ox Ox
5| [0 o
J = = =—1.
Ay Ay 1 -1
0z du

So zamena vo (2.40), se dobiva:

pzu(z,u) = plu, z — w)|J| = p(u, z — u).

Ottuka, za marginalnata raspredelba na Z se dobiva:

“+oo +oo
pz(z) = /pZU(z,u)du: /p(u,z—u)du. (2.41)

ITpumep 2.28 Slugajniot vektor (X,Y) e zadaden so gustinata na ras-
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predelba p(z,y). Ke ja opredelime raspredelbata na slugajnata pro-
menliva Z = XY. Bsto kako i prethodno, voveduvame identiqgna slu-
gajna promenliva U = X. Dobienata transformacija e:

a nejzinata inverzna transformacija e:

{ y=2z/u

Jakobijanot na ovaa transformacija e:

Ox Ox

0z du 0 1 1
J = =11 2T

w | v w

0z ou

Soglasno (2.40), dobivame:
1
pzu(z,u) = pxy (u, z/u)lJ| = p(u, z/u)m-

Na kraj, marginalnata raspredelba na Z ke se dobie od zaednigkata
raspredelba na (7,U), so:

—+oo +oo

pz(z) = /pZU(Z,U)du: /p(u,z/u)ﬁdu.

— 0o —0o0

Ako X 1 Y se nezavisni slugajni promenlivi, togax gustinata na Z
dobiva oblik:

+oo

pz(z) = /px(u)py(z/u)fmdu. (2.42)

— 0o

Na kraj od ovaa glava, ke ja formulirame teoremata (qij dokaz
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e daden vo prilog A.5) spored koja Ffunkcii od nezavisni slugajni
promenlivi se, isto taka, nezavisni slugajni promenlivi.

Teopema 2.12

Neka X 1 Y se nezavisni slugajni promenlivi, a f i g se
Borelovi Funkcii od R vo R. Togax i slugajnite promenlivi
f(X) 1 g(Y) se nezavisni.






I'imaBa 3

Bpojuu kapakTepmMCTUKM HA CJIyYajHU

ITPOMEHJINBA

Raspredelbata na edna slugajna promenliva 1li na eden
sluqgaen vektor sodr 1 kompletna informacija za odnesuvanjeto na taa
slugajna promenliva, t.e. na slugajniot vekor. Ovie detalni infor-
macii mo e da se sumiraat vo nekolku znagajni karakteristiki kako
Xto se srednata vrednost, otstapuvanjeto od nea, vrednosta koja se
pojavuva so najgolema verojatnost 1 sl. Najgesto koristeni brojni
karakteristiki se matematigkoto ogekuvanje, disperzijata, standard-
nata devijacija, kovarijansata i koeFicientot na korelacija, koi ke
bidat vovedeni vo ovaa glava.

3.1 Maremaruuko oueKyBame

Mamemamuurxomo ouexysawe na slugajnata promenliva X e nej-
zina sredna vrednost. Go oznaquvame so EX. No, koga velime sredna
vrednost, togax se misli na te inska sredina, a ne na obigna arit-
metigka sredina na vrednostite na edna slugajna promenliva. Da gi

129
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razgledame slednite primeri.

ITpumep 3.1 Neka slugajnata promenliva X e indikator na nastan A,
kade xto P(A) = 0.5, t.e.
0 1
X: .
( 0.5 0.5 )

Ako eksperimentot se povtoruva golem broj pati i se nabljuduva
vrednosta xto ja prima slugajnata promenliva X, togax vrednosta X =
0 ke se pojavi pribli no vo polovina od nabljuduvanjata, a vrednosta
X =1 vo ostanatate nabljuduvanja. Zatoa, razumno e da se zeme deka
srednata vrednost ke bide blisku do 0.5, pa razumno e da se zeme deka
EX =0.5.

IIpumep 3.2 Ke ja razgledame sega sluqgajnata promenliva X koja e
povtorno indikator na nastan 4, no P(A) =0.25, t.e.

0 1
X: .
( 0.75 0.25 )

Pri golem broj povtoruvanja na eksperimentot, vrednosta X =1
se pojavuva pribli no vo 1/4 od slugaite, a vo site ostanati se po-
javuva vrednosta X = 0. Ako nekoj dobiva eden denar za sekoe pojavu-
vanje na vrednosta X = 1, togax toj ke dobiva eden denar pribli no
na sekoi 4 izveduvanja na eksperimentot, t.e. po 0.25 denari po ekspe-
riment. Zatoa, vo ovoj sluqgaj, EX = 0.25.

Fizigkiot model na ovie dva primera e pretstaven na slika
3.1. Se stavat dve ednakvi masi od po 0.5 kg vo togkite O i 1, i tie se
povrzat so eden tvrd, no beste inski lost. Masite gi pretstavuvaat
verojatnostite P{X =0} 1 P{X =1}. Se bara togkata vo koja sistemot
ke bide vo ramnote a. Bidejki stanuva zbor za simetrigen sistem,



DBpojuu xapaxmepucmuky Ha CAYYAIHY NPOMEHAUB 131

togkata na ramnote a, t.e. centarot na gravitacija e vo sredinata
0.5.

Za vtoriot primer, se postavuvaat masi 0.75 i 0.25 vo togkite
0 1 1, soodvetno. Togkata na ramnote a, t.e. centarot na gravitacija,
vo ovoj slugaj ke bide 0.25.

O © Or—9

Slika 3.1.

Ako mno estvoto vrednosti na slugajna promenliva ima poveke
od dve, no konegno mnogu vrednosti, togax so sligna diskusija kako
prethodno, se doaga do zaklugok deka centarot na ramnote a e vo
togkata opredelena so ravenstvoto (3.1). Ottuka, matematigko ogeku-
vanje se definira na sledniov naqgin.

Jepuaunuja 3.1

Mamemamuuro ouexysawe na diskretna slugajna promenliva X
so konegno mno estvo vrednosti Rx = {z1,x2,...,2,} € brojot

EX=) zP{X=mz}= > azp: (3.1)
i=1

T, ERx

ITpumep 3.3 Neka slugajnata promenliva X e zadadena so zakonot na

1 2 4
X: .
( 0.1 0.5 04 )

raspredelba
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Spored formulata (3.1), za matematigkoto ogekuvanje na X dobivame:
EX=1-01+2-05+4-04=2.7.

Iepumaunmuja 3.2

Neka X e diskretna slugajna promenliva so prebrojlivo
mno estvo vrednosti Ry = {z1,72,...} 1 verojatnosti p, =
P{X = z,}, n = 1,2,... Matematigko ogekuvanje na slugajnata
promenliva X e brojot

+oo +oo
EX = anP{X =@y = anpm (3.2)
n=1 n=1
+oo
pod uslov redot da e apsolutno konvergenten. t.e. Z [T D <
n=1

+00.

ITpumep 3.4 Strelec strela vo meta i verojatnosta da pogodi vo edno
strelanje e 0.7. Strelecot strela sé dodeka ne ja pogodi celta. Da se
opredel 1 matematiqgkoto ogekuvanje na slugajnata promenliva X - broj
na strelanja vo celta.

Pemenue: Slugajnata promenliva X ~ Geo(0.7), t.e. Rx ={1,2,3,...} 1
pn = P{X =n} =03""1.07, za n =1,2,...Soglasno formulata (3.2), za

matematiqgkoto ogekuvanje na X se dobiva:

+ oo

+oo
EX =) appn=» n-03"1.07
n=1

n=1
=0.7-[(1+034+03%+...)+(03+0.32+...)+(0.32+03%+...) +...]

=X 3” 1 110

=0.7- 220371_072 203"1 _0.3:0.7:7.

n=1i=n
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Sumite kol se javuvaat vo presmetkata na matematigkoto ogekuvanje

se, vsuxnost, geometriski redovi, pa se koristi deka

“+o00 a
E Cl’l“k = s
1—r
k=0

ako |r| < 1.

lepnaunuja 3.3

Neka X e slugajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip za-

dadena so gustina p(z). Matematigko ogekuvanje na slugajnata

promenliva X se definira so:

+oo
EX = /mp(.r)d.r, (3.3)
pod uslov integralot da e apsolutno konvergenten, t.e.
+oo
/|x|p(x)dx<+oo.

ITpumep 3.5 Neka slugajnata promenliva X ima gustina na raspre-

delba
2<r<4

p(x) =

L
67
0, vo ostanatite sluqai

Spored (3.3), za matematigkoto ogekuvanje na slugajnata promenliva

X se dobiva:

[
NS ——
S
()

QU
S)

I
| =
|‘%
I
|
iy
w
[\
w
~—
Il

Ne)

4
EX:/J:-%dmz
2
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Teopema 3.1

Matematigkoto ogekuvanje gi ima slednive svojstva:

.

Vi

Vit.

V114,

Ec = ¢, kade xto ¢ e dadena konstanta;
|EX| < B|X|;
Ako P{a < X <b} =1, togaX a < EX <¥b;
E(cX)=cEX, ako EX postoi;
E(X+Y)=EX+ EY, ako EX 1 EY postojat;
Ako X 1 Y se nezavisni slugajni promenlivi i EX i EY
postojat togax
E(XY)=EX -EY;

¢ EX;, kade Xto ¢;, i = 1,...,n se dadeni

E(iéQXO -

konstanti ;

n
i=1
Ako X1, X,,..., X, se nezavisni slugajni promenlivi, togax

E(fL&):iiEXb

=1

Dokazot na teorema 3.1 e daden vo prilog A.6.

ITpumep 3.6 Neka X 1 Y se nezavisni slugajni promenlivi zadadeni

so slednive zakoni na raspredelba:

1 3 5 1 2
, Y:
04 0.3 0.3 0.3 0.7

Togax za matematiqgkite ogekuvanja na X i Y se dobiva:

EX 1-04+3-03+5-03=28
EFY = 1-034+2-07=1.7

Spored svojstvoto ». od prethodnata teorema za matematigkoto ogeku-
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vanje na slugajnata promenliva X +Y se dobiva:
E(X+Y)=EX+EY =28+ 1.7=4.5.

Od nezavisnosta na X 1 Y 1 svojstvoto vi., pak, se opredeluva matema-
tigkoto ogekuvanje na proizvodot XY so:

E(XY)=EX-EY =28-1.7 = 4.76.

3.2 Iucmep3uja

Pred da go vovedeme poimot za disperzija, da go zagledame
primerot vo prodol enie.

ITpumep 3.7 Neka slugajnata promenliva X e zadadena so zakonot na
raspredelba:

1 2 3 4 5

02 02 02 02 0.2

aslugajnata promeniva Y e konstanta i P{Y =3} = 1. Zamatematigkite
ogekuvanja na X 1 Y se dobiva:

EX=1-0242-024+3-02+4-0245-0.2=3, EY =3-1=3.

Da voogime deka dvete slugajni promenlivi imaat isto matematigko
ogekuvanje, iako nivnata raspredelba se razlikuva. 0Imeno, prvata
slugajna promenliva prima 5 vrednosti so ednakva verojatnost, a
vtorata e konstantna. Ottuka, ako ne e poznata raspredelbata na edna
slugajna promenliva, a se znae samo nejzinoto matematigko ogekuvanje,
mo e da se izvleqge zakluqok samo za brojot koj e te inska sredina na
vrednostite na slugajnata promenliva, no ne i kakvo e otstapuvanjeto
od taa sredina.

Zatoa se javuva potrebata od voveduvanje na nova karakte-
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ristika koja ke go opredeluva otstapuvanjeto na vrednostite na
edna slugajna promenliva od nejzinoto matematigko ogekuvanje. Taa
karakteristika se narekuva disperzija na slugajnata promenliva.

lepunaunuja 3.4

Hucnepsuja (111 eapujanca) na slugajnata promenliva X e sred-
nokvadratno otstapuvanje na vrednostite na edna slugajna pro-
menliva od nejzinoto matematigko ogekuvanje, t.e. toa e brojot

DX = E(X — EX)? (3.4)

So razvivanje na izrazot za opredeluvanje na disperzijata i
primenuvanje na svojstvata na matematigkoto ogekuvanje se dobiva

slednoto:
DX = FE(X?-2X-EX+(EX)?)
= EX?-2EX-EX + (EX)?
= EX?-2(EX)?+ (EX)?
= EX?—(EX)?
Znaqi,
DX = EX? — (EX)% (3.5)

Ako slugajnata promenliva X e od diskreten tip zadadena so mno-
estvo vrednosti Ry 1 verojatnosti p, = P{X = x;}, za z; € Rx, togax
disperzijata na X se opredeluva so:

DX = Y (zi— EX)’p;,

T, ERx

EX?= Z ]‘?pl

z;€ERx

Ako pak, X e slugajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip zada-
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dena so gustina p(z), togax

+oo
DX:/@—Em%@m,

“+o0
EX? = / x2p(x)da.
ITpumep 3.8 Neka slugajnata promenliva X e zadadena so zakonot na
raspredelba
1 2 4
0.1 05 04

Vo primer 3.3 opredelivme EX = 2.7. Sega, spored prethodnite for-
mul i opredeluvame:

EX?2=12.01+2%-05+4%2-0.4=38.5,

pa za disperzijata na X se dobiva:
DX = EX? - (EX)? =85~ (2.7)* = 1.21.

IIpumep 3.9 Neka slugajnata promenliva X ima gustina na raspre-
delba

z 2<z<4
p(z) =1 6 . _
0, vo ostanatite sluqgai
- - 28
Vo primer 3.5, opredelivme deka FX = 5 Spored prethodnata for-
mula za £X?, za slugajna promenliva X od apsolutno-neprekinat tip,
dobivame:
400 4 ] 4 ] 44 1
EX? = / xQP(IL)dLL = /x2 . fd:c = —/x3dx =2 = —(44 24) = 10,
6 6 2 2
—o0 2 2
ba 28\% 26
DX =EX? - (EX)*=10- (=) ==
9 81
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Teopema 3.2

Disperzijata gi ima slednive svojstva:

w.

Vi

DX > 0. Pritoa, DX =0 ako i samo ako P{X = ¢} =1, kade
Xt0 ¢ = const;

D(X +¢) = DX, za proizvolna konstanta c;

D(cX) =c?DX;

Ako X 1 Y se nezavisni slugajni promenlivi, togax

D(X +Y)= DX + DY;
Ako X1, X5,..., X, se po parovi nezavisni slugajni promen-
livi, a ¢y, c,..., ¢, Se dadeni konstanti, togax

D(c1 X1+ coXo + -+ cnXp) = DX, + 2DXo + - + 2 DX,,.
E(X —¢)? > E(X — EX)?, za proizvolna konstanta c.

Dokazot na teorema 3.2 e daden vo prilog A.6.

3.3 MaremaTuuko odyeKyBame M OUCIEp3Muja 3a HEKOU 3Ha-

YajHU pacupeneion

WNuamurkarop na Hacran A. Neka A e daden nastan i P(A)=p,aq=1-p.

Togax indikatorot na nastan A e

0 1
Iy4:

q p

Za matematiqgkoto ogekuvanje na I, se dobiva:

Sega,

El,=0-q+1-p=p.

EIZ =0%-q+1%-p=p,
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pa za disperzijata na I, se dobiva:
DIy = EI; — (El4)* =p—p* = p(1 - p) = pg.

Bunomua pacnpenenda. Neka X ~ B(n,p). Togax X oznaquva broj na
pojavuvanja na nastanot A vo Bernulieva xema so n eksperimenti. Za-
toa, X mo e dase zapixevooblik X =X;+Xo+ -+ X, kade X; =14 i
poka uvadali sepojavil 1li ne nastanot A vo i-tata serijaod eksperi-
mentot, : =1,2,...,n. BIsto taka, X; se nezavisni slugajni promenlivi,
bidejki se povrzani za nezavisni eksperimenti. Sega, soglasno pret-
hodno izvedenoto, EX; = EIs = p, a DX; = DI4 = pq. Spored svojstvoto
vir. 0od teorema 3.1, za matematigkoto ogekuvanje na X se dobiva:

a od nezavisnosta na X; i svojstvoto v. od Teorema 3.2, ja opredeluvame
disperzijata na X so:

DX =D(X, 4+ Xo+ -+ + X,,) &€ DX, + DXs + -+ + DX,, = np.

PamuomMepua pacupenesnba Ha KoHeuHOo wmHOMkecTtBOo. Neka X ~
1

U({z1,22,...,2,}). TOgAX p; = P{X =2;} = —, zai=1,2,...,n. Sega, za
n

matematigkoto ogekuvanje na X se dobiva:

1

t.e. matematigkoto ogekuvanje na X e aritmetigka sredina na elemen-
tite od mno estvoto {zi,zs,...,x,}. Ponatamu,

- 11
DX = (i — Tn)?— = — > (@i —Fn)® =7,
i=1 ]

t.e. disperzijata na X e disperzija na mno estvoto vrednosti

{z1,29,...,2n}.
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T'eomerpucka pacupenesn6a. Neka X ~ Geo(p). Togax mno estvoto
vrednosti na X e Rx ={1,2,...} 1

pi=P{X =i} =q""p, i € Rx.

Za polesno presmetuvanje na sumite pri opredeluvanje na matema-
tigko ogekuvanje 1 disperzija kaj geometriska raspredelba, se vove-
duva funkcijata:

“+o0
U(z) = Zpizi, z € (0,1).
i=1

Prvite dva izvoda na ovaa Funkcija se:

+0o +oo
U'(z) = Zz’pizifl, U (2) = Zz(z — 1)piz2
i=1 i=1
Sega,
—+oo
V(1) =) ipi = EX,
=1
a
“+o0
U'(1) =Y i(i — 1)p; = EX® - EX.
=1
Ottuka,

EX =0'(1), EX?=0"(1)+ ¥'(1). (3.6)

Znaqi, opredeluvanjeto na matematigkoto ogekuvanje 1 disperzijata
na slugajnata promenliva X se sveduva na opredeluvanje izvodi na
Funkcijata ¥(z). Opredeluvame:

“+o0 +oo
_ i—1, i _ i—-1_ Dz
\I’(Z)—;q Pz —pz;(cm = T—o
kako suma na geometriski red so prv glen 1 i kolignik ¢z. Prvite dva
izvoda na ovaa Funkcija se:

b

YO T
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2q

\I’H(l) p2

Soglasno, prethodno utvrdenite ravenstva (3.6), naogame:

1
EX = W()=-
P 2g 1 2q9+p 1+¢
EX?2 = ¢/ (1)+¥(1)=2 42 = =
(1) (1) 2t o o
1 1
DX = EX?-(EX?=—¢___4

i

3abesnemrka 3.1 Matematigkoto ogekuvanje na X mo e da se opredeli
i na nagin kako vo primer 3.4. Imeno,

+oo +oo
EFEX = Zz’pi:Zinlp
i=1 i=1

= pl(l+qg+¢*+.. )+(q+q2+...)+(q2+q3+...)+...]
400 400 n —+oo 1

= pY > 4~ 1—1?2 =Zlq”1=1%q:]—3.

n=1i=n

ITyaconoBa pacumpenesnba. Neka X ~ P(\). TogaxX Ry = {0,1,2,...} 1

i

piZP{XZi}z%e_’\, i € Rx.
Za matematigkoto ogekuvanje na X naogame:

oo

EX = ZZPZ_ZZ_G A
. ] 7; 0 +o00 A\ .
= ZZ.—B = z; me

+°° /\r+1

= Z;) _,\Z
- a
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+00 \p
bidejki Z/\—'e** = 1, kako suma na verojatnosti kaj Puasonova P())
T

r=0
raspredelba.

+o00 4
9 A

EX? = ZZPZ_ZZ —e —A
=0 !
A N _
= le :;Zme A

+D° r+1

= Z(r—i—l))\ e

T 0

= )\Zr—e_A—i—)\Z—e =A%+ A,

T

bidejki z:r%e‘A = )\, kako matematigko ogekuvanje na razgleduvanata

r=0
raspredelba. Sega, za disperzijata na X se dobiva slednovo:
DX =EX?-EX =X 4+X-)\ =\

Znaqi, kaj Puasonova P(\) raspredelba, matematigkoto ogekuvanje i
disperzijata se ednakvi na parametarot ).

Pamuomepua pacupenenta Ha uaTepBaa. Neka X ~ U(a,b). X e slu-
gajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip, zadadena so gustinata:
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Za EX? se dobiva:

a disperzijata na X e od oblik:

o @ +ab+ b (a+b)?  (b—a)

DX =EX?— (EX
(EX) 3 4 12

Hopmanna pacupenenta. Gustinata na slugajnata promenliva X ~
N(m,o?) e od oblik:

1 e—(m—m)2/202.
V2o

p(z) =

Matematigkoto ogekuvanje na X se opredeluva na sledniot nagin:

+oo “+o0 1
EX = /xp(a:)da:: /a: e (@=m)*/20%

V2o

Za rexavanje na posledniot integral se voveduva smena:

T”™M_y odkade xto z=ot+m i dzr=o di.

g

Sega,
1 +oo 400 +o00
m 2
EX = ot +m)et/?. o dt:L/te*f?/?-k—/e*‘f/zzm7
270 /( ) V2T V2o

+oo
bidejki / te™""/2 = 0, kako integral od neparna funkcija na simetrigen

“+oo
. 1 . .
interval, a T /e*ﬁ/2 = 1, kako integral od gustina na normalna
71'

N(0,1) raspredelBZo.
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Pri opredeluvanje na disperzijata, se dobiva:

DX

E(X — EX)? = E(X —m)?
“+o0

= [ @ mPplas

= /(x—m)2 ! e~ (@=m)*/20* g

\V2ro

So voveduvanje na istata smena kako 1 prethodno, imame:

—+oo

+ oo
1 2 o2 2
DX = o222 g dt = — / t2et7/2,
V2ro / V2T

— 00

Posledniot integral go rexavame so parcijalna integracija.

, to Parcijalna integl;acija:
pDx = 2 / 2=/ u=t, dv=te v /?dt
\/%700 du=dt, v=—et/2
o? 2 o | T e 2
= —— | —te! /2‘ + / e t2qt | = o2,
\/ﬂ —o0

— 00

sdail s . _g—t7/2y . _o—t7/2y _
bidejki tl}Too( te ) =0, t_1>1r_noo( te )=01 \/%

integral od gustina na normalna normirana raspredelba. Znaqi, kaj
normalna N(m,o?) raspredelba, matematigkoto ogekuvanje e ednakvo na
prviot parametar m, a disperzijata na vtoriot parametar 2.

/ ~*/24t — 1, kako

Excnomennujanua pacupenenda. Neka X ~ £()\). Togax

e ™ >0
0, z <0
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Sega, so primena na parcijalna integracija, opredeluvame:

—+oo
1
EX = / Aze Mdr = X
0

“+o0
2
EX?= / \e2e Mdy = z
0

pa
1

_ 2 _
DX =FEX —EX—E.

Tama pacupemesnba Neka X ~ I'(a,3). Gustinata na X e opredelena so:

v e B x>0
pz)=q Tle)pe 7 =~
0, x <0
+o0 +o0 o
EX = /a:p(x)dxz 0/ F(zwe_m/ﬁda: (Smena: %:t, da:zﬁdt)
s 1 .
_ ayo, —t
= 7F(o¢)ﬁ“ 0/6 t%e”"pdt
_ b __B _
= mF(a +1) = (o) al'(a) = af.
oo +2o anrl
2 _ 2 — —z/B
EX* = /xp(x)dx— E]/ F(oz)ﬁo‘e dx
“+o0
_ 1 a+1l,a+1 —t
= e | e
B B
= MNa+2)= (a4 1)aT(a) = a?B% + B>

()
Sega, DX = EX? — (EX?) = af%.

I(a)

Da napomeneme deka vo gornoto izveduvanje e koristeno deka
—+oo

I'a) = / z*te dz i T'(a+1) = al'(a).
0
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KomueBa pacupenentoa. Neka slugajnata promenliva X ima Koxieva
raspredelba, zadadena so gustinata

1z
1422

p(z)

Ke poka eme deka matematigko ogekuvanje, pa ottuka i disperzija, na
X ne postoi. Za da postoi EX potrebno e da konvergira integralot

+oo
[ lelpta)da.

Vo ovoj sluqgaj,

—+oo

“+oo
_ 1 ||
/|x|p(x)dx - E/1+x2dx

— 0o

+oo

2 T
= 2 | ——dx Smena: 1+z2=t
7T/1+J32 v ( T )

k—+oo T t

—(&)-oo k
1 / dt . 1 dt
= — —= lim — [ —
™ t
1 1

1 1
= = lim Intf == lim (Ink—1Inl) = +o0.
T k—+oc0 T k—+o0

Znaqi, integralot ne e apsolutno konvergenten, pa EX ne postoi.

3.4 MowmenTu Ha ciIy4YajHU IPOMEHJIMBU

Vo prethodnite lekcii vidovme deka matematiqgkoto ogekuvanje
e sredna vrednost na edna slugajna promenliva, a disperzijata e merka
za rasejuvanjeto na vrednostite na slugajnata promenliva od nejzinoto
matematigko ogekuvanje. No, vo nekoi sluqgai, posebno vo statistika,
za dobivanje podobra pretstava za edna slugajna promenliva, po elno
e da se znaat i1 drugi karakteristiki, koi poka uvaat simetrignost na
vrednostite na slugajnata promenliva, zakrivenost na raspredelbata
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i sl. Zatoa, se definiraat takanaregeni momenti od povisok red.

Iepununuja 3.5

Pogeten moment od red k£ na slugajnata promenliva X e brojot
v, = EX*. Pritoa, ako X e diskretna slugajnata promenliva,

togax
v, = Z xi—“P{X = a3},

Tz, €ERx

a ako X e apsolutno-neprekinata slugajna promenliva so
gustina p(z), togax
“+oo

vy = / o p(z)da.

— 00

Hedbununuja 3.6
Centralen moment od red k na slugajnata promenliva X e brojot

wr = BE(X — EX)*. Pritoa,

pe= > (;— EX)*P{X =x;} (vo diskreten slugaj)

z;€ERx
—+oo

o= / (z — EX)*p(z)dz

— 00

(vo apsolutno-neprekinat slugaj)

Od prethodnite definicii mo e da se vooqi deka matematig-
koto ogekuvanje na edna sluqgajna promenliva e pogeten moment od prv
red, a disperzijata e centralen moment od vtor red.

IToueTHn MoMeHTHM Ha HOPMAaJIHA HOPMMpAaHa pacrIpemnesioda.

Neka X ~ N(0,1). Ako k e neparen broj (k=2n+1,n=0,1,...), togax

—+oo —+oo
1 2
[y EXk: — EX2ntl / x2n+1 2)dr = / x2n+1_e—m /Qd]‘ =0,
k pX( ) \/ﬂ

— 00 — 00
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kako integral od neparna funkcija na simetrigen interval. Za k paren
broj, momentot od red & ke go izvedeme induktivno. Najprvo,

+o0 Parcijalna integracija:
2
vy = EX?2 = / 22 1 e’x2/2dx u=ux, do=xe ” 124z
s V2r du=dz, v=—e2/2
1 voo [
_ _ —.’1)2/2‘ e —22/2
= — xe + e dx
V2T -0 /
T -
_ —x%/2 5
= — e dr =1
V2T /
+oo Parcijalna integrr;tcija:
v = EXY = / 24 o= /2 g uw=2a3 dv=xe ™ 2dx
s 2w du = 322dx, v=—e2/2
+ e
= —12 —a:ge_mz/Q‘ ~ +3 / 22e™" 2y
\ 27 —o00
T -
= 3 — 22e=" /24y
V2T /
= 3EX?2=3-1

I nduktivnata pretpostavka e slednava:

vor = EX%* = (2k—1)(2k—3)...3-1=(2k — 1)!L.

Sega,
oo Parcijalna integracija:
2
Voo = EX?FH2 = / g2k 2 L e 2y u=a", dv = e Pda
I V2 du = (2k + 1)a2kde, v = —e=*/2
+oo
1 o1 —a2/2| T 2k —a?/2
= T —z" e ‘_Oo+(2k‘—|—1) z“%e dx
7 h
= (2k+1) — 22k e~ 2y
( ) I

= (2k+1)EX?% = (2k+1)(2k — 1)l = (2k + 1!,
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so xto tvrdenjeto e poka ano.

ITenrpasnau momentu Ha N(m,o?) pacupenenba. Spored primer 2.23
a), ako Y ~ N(m,0?), togax X = — ~ N(0,1). Od transformacijata,
pak, naogame deka Y — EY =Y —m = ¢X. Ottuka, za k neparen broj,

e = E(Y —BY)f = E(cX)* = " EX* =0,
bidejki EX* =0. Ako k =2n e paren broj, togax

e = E(Y _ Ey)Qn _ E(O,X)Qn — O_QnEXQn _ 0_2n(2n _ 1)”

3.5 MowmenTu Ha CiIydajHU BEKTOPU

Iepunaunuja 3.7

Matematigko ogekuvanje na slugajniot vektor (X,Y) e podre-
deniot par realni broevi (EX,EY), a disperzija na (X,Y) e
podredeniot par (DX,DY).

ITpumep 3.10 Neka slugajniot vektor (X,Y) e zadaden so zakonot na
raspredelba:

X2 s
Y
2 0301 04
0.2 |04 ] 06
> los]os] 1]

Za marginalnite raspredelbi na X 1 Y se dobiva:

Y:
0.5 0.5 0.4 0.6
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Sega,

EY = 2.04+4-06=3.2.

EX = 1-0542-05=1.5

Ottuka, F(X,Y) = (1.5,3.2). Od druga strana,

12.054+22.0.5=25

EX?

EY? = 22.04+42.0.6=112,

taka xto
DX = EX?—(EX)*=2.5-1.5% = 0.25, DY = EY?—(EY)? = 11.2-3.2% = 0.96,

te (DX, DY) = (0.25,0.96).
Hedbuaumuja 3.8
i) Ilowemen momenm o0 ped (r,s) za slugajniot vektor (X,Y) e

brojot
Vrs = EX"Y?®.

it) Henmpanen momenm 00 ped (r,s) za slugajniot vektor (X,Y) e

brojot
prs = E(X — EX) (Y — EY)?).

Ako (X,Y) e slugaen vektor od diskreten tip so mno estvo vred-
nosti Ry y) togax pogetniot moment od red (r,s) se opredeluva so:

= Z iy P{X =2, Y = y;},

Vps =

(ziyi)ER(x,v)

a centralniot moment od red (r,s) so:

Hr.s = Z

(zi,y95)ER(x,v)

(wi — EX)"(y; — BY)"P{X = 2;,Y = y;}.
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Ako, pak, (X,Y) e slugaen vektor od apsolutno-neprekinat tip
zadaden so gustina p(zx,y), togax pogetniot moment od red (r,s) se opre-

deluva so:
“+o00 +oo

Vrs = / /;Lrysp(x,y)dldy,

—00 —0O0

a centralniot moment od red (r,s) so:

“+o00 +oo
s = / / (x — EX)"(y — BY)*p(z, y)dady.

— 00 —0O0

Matricata sostavena od centralnite momenti od red (r,s), za
r+s=2:
H2.0  HM1,1
H11 Ho,2

se narekuva ducnepsucka mampuyae M1 mampuya na sapujarcu u xKosapu-
jancu za vektorot (X,Y). Imeto doaga od tamu Xto (uz 0, f02) = (DX, DY),
a brojot

pra = E(X — EX)(Y — EY))

se narekuva xosapujanca Na X 1 Y 1 se oznaquva so cov(X,Y). Znaqi,
cov(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY)).

So osnovni presmetki i primena na svojstvata na matematigkotoo
ogekuvanje, se dobiva:

cov(X,Y)

E(XY - X-EY —-Y -EX + EX - EY))
= BE(XY)-EX-EY —EY EX +EX-EY
= E(XY)-EX-EY. (3.7)

Za dve slugajni promenlivi velime deka se wexopeauparnu, ako
cov(X,Y) = 0. Sega, od (3.7), direktno sleduva tognosta na slednata
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teorema.

Teopema 3.3

Ako dve slugajni promenlivi se nezavisni, togax tie se i neko-
relirani.

Vo opxt sluqaj, obratnoto tvrdenje ne va 1i. Toa ke go poka eme
so sledniov primer.

IIpumep 3.11 Neka (X,Y) ima ramnomerna raspredelba na krug so ra-
dius R. Togax

1

. 22+ y? < R?
p(z,y) =4 R*m v
0, vo ostanatite slugai
Sega,

VRT3

(2) = / 1 d_2\/R2—m2 R<uz<R

pX x) = R27T y - R27T 9 X

—VRT—a?

Od priqini na simetrija,

Jasno e deka, p(z,y) # px(z)py(y), t.e. X 1 Y ne se nezavisni

slugajni promenlivi.
R

2V R? — 22 -
Od druga strana, EX = /z %dw = 0, kako integral od
s
-R
neparna funkcija na simetrigen interval. Od isti prigini i EY =0.
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Za FE(XY) se dobiva:

400 +00

EXY) = / /xyp(w,y)dxdy
1 Smena vo polarni koordinati:
= ry—5—drdy .
28 Rem x=r-cosp, y=r-sing; J=r
Y R 27
1
= RT//r-cosap-r-sinap-rdgodr
0
0 0
2T R
1 3 )
= T r° cos @ sin pdrde
0 0

1 27 T4 R
- in2p || d
ZRQW/SIDSDLL]O v
0

1 R* {—cos 2@]%

2R?r 4 2 |,
R2

= T(C141)=0
8

Dobivme deka cov(X,Y) = E(XY)— EX - EY =0. Znaql, X 1 Y se nekore-
lirani, no ne se nezavisni slugajni promenlivi.

Hedbununuja 3.9

Brojot
_ _cou(X)Y) _ E((X - EX)(Y - EY)) -_
PXY = /DX - VDY VDX VDY '

se narekuva roeguyuenm wa xopeaayuje pomegu slugajnite pro-
menlivi X 1 Y.

Svojstvata na koeficientot na korelacija se dadeni vo slednata
teorema.
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Teopema 3.4

i) Za koi bilo dve slugajni promenlivi X 1 Y, |pxy| < 1.
i1) |pxy| =1 ako 1 samo ako P{Y =aX +b} =1, za a # 0.

Dokazot na ovaa teorema e daden vo prilog A.7.

Teoremata poka uva deka koeficientot na korelacija e sekogax
vo granicite pomegu —1 i1 1 1 ako toj koeFicient po apsolutna vred-
nost e 1, togax pomegu X i Y postoi linearna zavisnost. Ottuka,
sleduva deka koeFicientot na korelacija e merka za linearnata zavis-
nost pomegu X i Y. Kolku toj koeFicient e poblisku do 1 (po apsolutna
vrednost), tolku linearnata zavisnost pomegu X i Y e posilna. Koga
koeFicientot na korelacija se dobli uva do 0, togax kako xto utvr-
divme prethodno X i Y se nekorelirani.

IIpumep 3.12 Slugajniot vektor (X,Y) e daden so sledniot zakon na
raspredelba:

Y\X | 1 3 5 | %
0.12 | 0.18 | 0.10 | 0.4
0.10 | 0.11 | 0.39 | 0.6

\
1
2
S 1022]029]049 | 1

Ottuka, za zakonot na raspredelba na X i1 Y se dobiva:

1 3 5 1 2
X: Y : .
0.22 0.29 0.49 04 0.6

Matematigkite ogekuvanja i disperziite na X 1Y se opredeluvaat na
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standarden naqgin:

EX = 1-022+3-0.29+5-0.49 = 3.54,
EY = 1-04+2-0.6=1.6,

EX? = 12.0.22+32-0.29 + 52 -0.49 = 15.08,
EY? = 12.04+2%2.0.6=2.8,

DX = EX?-(EX)?=2.55,

DY = EY?-(EY)?=0.24,

a pogetniot moment od red (1,1) za vektorot (X,Y) e:

3 2
E(XY) = > > wyP{X =x,Y =y;}

i=1 j=1

= 1-1-012+3-1-01845-1-0.10+1-2-0.10+3-2-0.11
+5-2-0.39

= 5.92.

Sega, za kovarijansata na X 1 Y se dobiva:
cov(X,Y)=E(XY)—-EX - EY = 0.256,

a koeficientot na korelacija pomegu X 1 Y e:

cov(X,Y)

= N 39,
PXY = /DX . DY

IIpumep 3.13 Ke go opredelime koeFicientot na korelacija pomegu
slugajnite promenlivi X i Y, ako (X,Y) ~ Na(mx,my,0%,0%,p). Pret-
hodno poka avme deka X ~ N(mx,0%), aY ~ N(my,c?), pa ottuka za dvo-
dimenzionalna normalna raspredelba: EX =mx, EY =my, DX =o% 1
DY = o%. Najprvo, ke ja opredelime kovarijansatana X i Y:

cov(X,Y) E(X —EX)(Y —EY)) = E(X —mx)(Y —my))

+oo +o0o

[ [ @ =mo = myipte. pdsdy,

— 00 —O0
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kade xto p(z,y) e gustina na dvodimenzionalna normalna raspredelba,
t.e.

p(z,y)

_ 2 _ _ _ 2
_ 1 exp{_ 1 ! {(w TX) _Qp(x mx)(y —my) | (y TY) ]}
2roxoy/1 — p? 2(1 — p?) ox oxX0y oy
Za da se rexi integralot za opredeluvanje na kovarijansata ja vove-
duvame slednata smena na promenlivi:
r—mx Yy—my

=Uu —_— =
0x oy

Ottuka, =z = oxu+my, y = oyv+my, a Jakobijanot na transformacijata
e:

o 0
J = X = 0XxO0y.
0 oy
Dobivame:
cov(X,Y)
1 i 1
2 2
= OXUOYVeXpq ————— |u” — 2puv + v }axaydvdu
27T0'Xo'y\/1—p2// { 2(1_P2)[ P }
+oo +4oo 1
ox0y 2 2\, 2
= U vexpl ———— (v — pu)* + (1 — p°)u }dvdu
27ﬁ/1—p2/ / { 2(1—/)2)[( pu)+ (1= ]
+oo  +4oo
_ _ 9X0y —(v—pu)?/2(1—=p?) ,—u?/2
= u ve e dvdu.
2m/1 — p? / /

Vo vnatrexniot integral, voveduvame smena:

ﬂ:t =  v=1ty1-p%+ pu, dv = /1 — p2dt.

1— p?
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Sega,

cov(X,Y)
“+o0

— _9x9%y et /2/ (t\/1 = p? /12 /1= p2did
277\/1—— *pule pratdu

— 00

+o0 +o0
= U);UY / v /2/75 -t /2\/— dtdu +pUXUY /uze_“’zﬂ/e_tz/zdtdu
T
VI—Z [
— IXOyv 1= pP” ’u,e_' /t —t%/2 dt| du
V2T \/27r
+oo 1 +oo
POX0y / 2, —u?/2 / —t%/2
+ u‘e — e dt| du
V2T V2T
—+oo
POXOY 2 —u?/2
= e du
V2T
= poxoy.
Pritoa, koristime deka — /t 2 - Bz -0, a — / e 2y =

EZ?=DZ =1, kade xto Z e sluqajna promenliva so N(0, 1).

Na kraj,
cov(X,Y) _ poxoy _

XY = DX DY oxoy !

Znaqi, kaj dvodimenzionalna normalna raspredelba, pettiot parame-

tar p e togno koeficientot na korelacija pomegu slugajnite promen-
livi X i1Y.

Spored prethodnoto, ako p =0, togax normalno raspredelenite
slugajni promenlivi X 1 Y se nekorelirani. No, vo Primer 2.20,
poka avme deka ako (X,Y) ~ Na(mx,my,0%,0%,p), togax X 1 Y se ne-
zavisni ako 1 samo ako p = 0. Ottuka, sleduva tognosta na slednata
teorema.
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Teopema 3.5

Normalno raspredelenite slugajni promenlivi X i1 Y se neza-
visni ako i samo ako tie se nekorelirani.

Ovaa teorema ima golemo praktigno znagenje. I meno, ako znaeme
deka X 1 Y imaa normalna raspredeba, togax proverkata na nivnata
nezavisnost se sveduva na opredeluvanje na koeficient na korelacija
i proverka dali toj e 0. Vsuxnost dovolno e samo da se proveri dali
kovarijansa pomegu ovie dve promenlivi e 0. Toa e sekako mnogu poed-
nostavna zadaga od proverkata dali F(z,y) = Fx(z)Fy (y).



I'imaBa 4

FpaHI/I‘IHI/I TeopeMmn

4.1 FKapakrepuctuuHa GpyHKIUja

Pokraj realnite slugajni promenlivi so kol rabotevme dosega,
sega se pojavuva potreba od razgleduvanje na kompleksni slugajni pro-
menlivi. Ako X 1 Y se realni slugajni promenlivi, togax Z = X +iY
e kompleksna slugajna promenliva i1 nejzinoto matematigko ogekuvanje

go deFinirame so
EZ = EX +iEY. (4.1)

Hedbununuja 4.1

Neka X e realna slugajna promeliva. Kapaxmepucmuuna @yrx-
yuja na X e kompleksnata funkcija

kade xto i e imaginarnata edinica.

159
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I majki ja predvid Ojlerovata formula

e =cosx +isinxT

i formulata (4.1) od definicija na matematigkoto ogekuvanje na
kompleksna slugajna promenliva, dobivame:

f(t) = Be™ = FE(cos(tX) + isin(tX)) = E(cos(tX)) + i E(sin(tX)). (4.2)
Pritoa, ako X e diskretna slugajna promenliva, togax
E(costX) = Z cos(tz;)P{X = z;}, E(sintX) = Z sin(tz;)P{X = z;},
.’EjGRX fL‘jERx

a ako X e slugajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip zadadena
SO gustina p(z), togax

+0o0 +oo
E(costX) = / cos(tx)p(x)dz, E(sintX)= / sin(tx)p(x)dx.

— 00 — 00

Ke opredelime karakteristigni Funkcii na nekoi pova ni
raspredelbi.

KoucranTHa ciayuajoa npomensguBa. Neka P{X =a} =1. Togax

E(cos(tX)) = cos(ta)
E(sin(tX)) = sin(ta),

pa spored (4.2), dobivame:

f(t) = cos(ta) + isin(ta) = ™.
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WNuanurkarop Ha Hactan A. Neka p= P(A4) i

Opredeluvame:
1
E(cos(tX)) = Zcos(tj)P{X =j}=q+pcost
jTO
E(sin(tX)) = Zsin(tj)P{X = j} = psint,
5=0

pa od (4.2) opredeluvame:

f(t) =q+pcost +i(psint) = ¢+ p(cost +isint) = ¢ + pe’.

Teopema 4.1

Za proizvolna slugajna promenliva X, nejzinata karakteris-
tigna funkcija vo O ima vrednost 1, t.e f(0) =1.

Joka3s:

£(0) = E(cos(0 - X)) +iE(sin(0 - X)) = E(1) +iE(0) = 1.

Hopmanna pacupenenta N(0,1) Slugajnata promenliva X e zadadena

SO gustinata

p(a) = —=e "2

5 -
3
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Sega, .
E(cos(tX)) = \/LZ_W / cos(tz)e="2dz,
a +00
E(sin(tX)) = \/% / sin(tz)e ™ /2dz = 0

kako integral od neparna funkcija na simetriqgen interval. Ottuka,
spored (4.2), za karakteristignata funkcija na X se dobiva:

+o00
fx(t) = E(cos(tX)) = \/Lz_ﬂ / )

So diferenciranje na poslednoto ravenstvo i rexavanje na dobieniot
integral so parcijalna integracija, se dobiva:

Parcijalna integracija:

400
fx(t) = —L /(— sin(tx))a:e*ﬁ/de u = sin(tr), dv = re~ %24y
27.(-700 du = tcos(tr)dr, v=—e **/2

1
= —— [—sin(tm)ew2/2

+o0 +o00
+t/cos(tm)ew2/2]

V2T e
bidejki  lim sin(tz)e ®/2 = 1 sintz) - _ 0, a analogno i
] :E—P:Il-loobln T)e - ;E_P}_loo e—x2/2 - ’ g

lim sin(zSgc)e*“”Q/2 = 0. Dobivme diferencijalna ravenka so razdvoivi

Tr——00

promenlivi od oblik:
fx(t) = —tfx(t),
te.

dfx (t)
Ix(t)

So integriranje se dobiva deka:

= —tdt.

2 2
Infx(t) = —% +InC, t.e. fx(t)=Ce v /2
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Konstantata C ke ja opredel ime od uslovot fx(0) =1, od kade xto sle-
duva deka C =1, t.e. karakteristignata funkcija na normalna N(0,1)
raspredelba e

Fx(t) =e 72 (4.3)

Vo slednite teoremi se dadeni osnovnite svojstva na karakte-
ristignite funkcii.

Teopema 4.2

Karakteristigna funkcija na zbir na dve nezavisni slugajni
promenlivi e proizvod od karakteristignite funkcii na tie
promenlivi, te. ako X i Y se nezavisni slugajni promenlivi,
togax karakteristiqgnata funkcijana X +Y e:

fx+v(t) = fx () fy(t).

Ilokas: fxiy(t) = B(e"X)) = B(eX ™) BE B(e™™)E(e™) = fx (1) fy (1).
Pritoa, koristime deka ¢*X i ¢*Y se nezavisni slugajni promenlivi
kako funkciii od nezavisnite slugajni promenlivi X 1 Y. O

ITocaemuma 4.1

Ako Y =aX +0b, kade Xto a i b se dadeni konstanti, togax

fr(t) = e fx(at).

IMoxas: fy(t) _ E(eitY) — E(eit(aXer)) _ E(eitaXeitb) _ eith(eitaX) _ eitbe (at).
t

IIpumep 4.1 Neka Y ~ N(m,0?). Sakame da opredelime karakteris-
tigna Funkcija na Y. Neka X ~ N(0,1). Kako xto poka avme vo primer
223 b), Y = 06X +m ~ N(m,0?). So koristenje na posledica 4.1, za
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karakteristignata funkcija na Y, naogame:
fY (t) — EeitY _ Eeit(oX+m) _ ez’tmEeitaX _ ez’tme (O't).
So zamena na 4.3, se dobiva:

Fy(t) = eimt e=o"*/2, (4.4)

Slednata teorema poka uva kako so pomox na izvodi na karakte-
ristigna funkcija na edna slugajna promenliva mo e da se opredelat
pogetnite momenti na taa sluqgajna promenliva.

Teopema 4.3

Neka za slugajnata promenliva X postoi apsoluten pogeten mo-
ment od red n (E|X|" < +o0). Togax karakteristignata funkcija
f(t) na X e n pati diferencijabilnai zak<nva i:

F®(0) = *EXF.

Dokazot na ova tvrdenje e daden vo prilog A.8

Slednata teorema koja ke ja navedeme bez dokaz, poka uva
zoxto e znagajna karakteristignata funkcija na edna slugajna pro-
menliva.

Teopema 4.4

Funkcijata na raspredelba F(z) na dadena slugajna promenliva
X e ednoznagno opredelena od nejzinata karakteristigna funk-

cija f(t).

Znaqi, ako e poznata karakteristignata funkcija na edna slugajna
promenliva, mo e da se opredeli ednoznagno nejziniot zakon na ras-
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predelba (vo diskreten slugaj) ili nejzinata gustina (vo apsolutno-
neprekinat slugaj), 1ako mora da se napomene deka taa postapka ne e
sekogax ednostavna.

Teopema 4.5 (Direktna granigna teorema)

Ako nizata {F,(x)} od Funkcii na raspredelba konvergira
kon F(x), togax soodvetnata niza {f,(t)} od karakteristiqgni
Funkcii konvergira kon karakteristigna funkcija f(t) sood-
vetna na funkcijata na raspredelba F(z), pri Xto ovaa kon-
vergencija e ramnomerna na sekoj konegen interval.

Teopema 4.6 (Obratna granigna teorema)

Ako nizata {f,(t)} od karakteristigni Funkcii konvergira kon
Ffunkcijata f(¢t) koja e neprekinata za t = 0, togax soodvetnata
niza {F,(z)} od Funkcii na raspredelba konvergira kon funkci-
jata na raspredelba F(z) gija karakteristigna funkcija e f(t).

4.2 BunoBu KOHBEpreHIUja Ha CJIydajHU TPOMEHJIUBU

Vo teorijata na verojatnost se srekavaat poveke vidovi na kon-
vergencija. Ovde ke definirame getiri od niv.
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lepunaunuja 4.2

Za nizata slugajni promenlivi X;, X,,...velime deka xonsep-
zupa no eepojamnocm kon slugajna promenliva X, ako za koj bilo
realen broj ¢ > 0,

lim P{|X, -X|<e}=1

n—-+o0o

Ke pixuvame X, - X.

Hedbununuja 4.3

Nizata slugajni promenlivi X, X»,... Xoneepa2upa ckopo cuzypho
(111 xoneepeupa co sepojammnocm 1) kon slugajna promenliva X,
ako

lim X,(E)=X(E), za E€Q\N,

n—-+oo
kade xto P(N)=0(mo noe i N=0), ili
P{E | Xn(E) = X(E),n — +oo} = 1.

Ke pixuvame X, S5 x,

Iepununuja 4.4
Za nizata slugajni promenlivi X;, X,,...velime deka xowneep-
zupa no pacnpedeaba kon slugajna promenliva X, ako

lim F,(z) = F(x),

n—-+o0o

vo sekoja togka na neprekinatost na F(z), pri xto F,(z) e funk-
cijana raspredelbana X,, n=1,2,..., a F(x) e Funkcija na ras-
predelba na slugajnata promenliva X. Ke pixuvame X, I ox.
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lepuaunuja 4.5

Nizata slugajni promenlivi X;, Xs,...%xoneepzupa 60 cpedro-
xeadpamna cmucaa kon slugajna promenliva X, ako

EX2 <400, n=1,2,...

i lim E(X,-X)?=0. Ke pixuvame an'—ksX.

n—-+oo

Vrskite pomegu ovie getiri vida na konvergencija se dadeni na
slika 4.1.

KOHBEpreHIyja
CKOPO CHTYPHO

\/

KOHBEPIreHIuja Mo :> KOHBEpPIeHIHja Mo
BEPOjaTHOCT pacmpenenda

KOHBEPreHIInja BO
CpeIHOKBaIpaTHA
cMHmciIa

Slika 4.1.

Kako xto mo e da se vidi od slikata pogore, ako nizata Xi,
Xs,...konvergira skoro sigurno kon slugajna promenliva X, togax taa
konvergira i po verojatnost kon X. Ako nizata Xi, X,,...konvergira
vo srednokvadratna smisla kon slugajna promenliva X, togax taa kon-
vergira po verojatnost kon X. Ako, pak, nizata X;, X,,...konvergira
po verojatnost kon X, togax taa konvergira i po raspredelba kon X.
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Da napomeneme deka vo opxt sluqaj, pomegu konvergenci ja skoro
sigurno 1 konvergencija vo srednokvadratna smisla ne postoi vrska.

4.3 3akoH Ha roJeMmuTe 6poeBU

Neka Xi, X»,...e niza nezavisni slugajni promenlivi. Se raz-
gleduva nizata aritmetigki sredini:

X =
1, 9 ) 3 ) ’ n

Xi+Xo Xi+Xo+Xs Xi+Xo+-+X, lix
DIRCEE

i se proveruva dali ovaa niza slugajni promenlivi konvergira vo
. - . . N
nekoja smisla kon nekoj broj, potogno kon brojot — )" EX;. Emeno,
n

- =1
se proveruva dali '

=1 =

Ako konvergencijata e po verojatnost, togax velime deka za
nizata nezavisni slugajni promenlivi X;, X,,...va 1 caabuom 3aK0H
na 2zoaemume bpoesu. Ako, pak, konveregencijata e skoro sigurno, togax

velime deka va 1 cmpozuom szaxon wa 2osemume 6poesu.

Ovde ke se zadr ime samo na onie teoremi koi obezbeduvaat
uslovi za slabiot zakon na golemite broevi.

Najprvo, ke poka eme dve lemi vo koi se dadani dve neravenstva
koi se dosta znagajni vo teorijata na verojatnost i statistikata.

Teopema 4.7 (Osnovno neravenstvo na Qebixev)

Neka X e nenegativna slugajna promenliva. Togax za koj bilo
pozitiven realen broj a >0 va 1 neravenstvoto:

P{X >a} < éEX (4.5)
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IToxa3: Najprvo, neka X e slugajna promenliva od diskreten tip so
mno estvo vrednosti Rx i so verojatnosti p, = P{X = z,}, =, € Rx. Od
nenegativnosta na X sleduva deka z, > 0, za sekoj n. Togax,

EX = Z TnDn > Z TpPn > Z ap, =« Z pn = aP{X > a}.

rn,E€ERXx T iTp > Ly iTp>Q Ty Tp >

Ako, pak, X e slugajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip zada-
dena so gustina p(z), togax se dobiva:

+00 +o0 +o0 +00
EX = / axp(x) > / xp(x) > / ap(r) =« /p(a“) = aP{X > a}.
0 a o o

Teopema 4.8 (Klasigno neravenstvo na Qebixev)

Za koja bilo slugajna promenliva X so konegna disperzija DX
i za koj bilo realen broj ¢ > 0, togno e slednovo neravenstvo:

DX
P{IX - EX|>¢} < 2 (4.6)

t.e. za verojatnosta na sprotivniot nastan va i:

DX

IToxa3: So koristenje na osnovnoto neravenstvo na Qebixev za nene-
gativna slugajna promenliva, dobivame:

P{X -EX|>¢} = P{(X-EX)*>¢%
E(X —EX)? DX
= T e e

O

ITpumep 4.2 (Pravilo na tri sigmi) Ke ja ocenime verojatnosta deka
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apsolutnoto otstapuvanje na proizvolna slugajna promenliva X od nej-
zinoto matematigko ogekuvanje e pomalo 30, kade xto o2 = DX. Spored
(4.7), dobivame:

o? 1

DX 8
P{X - EX|<30}>1- = —1- 2 _1_--2
{l [ <80}z 1-50 952 979

Poslednoto neravenstvo mo e da se zapixe vo oblik:
8
P{EX —30 < X < EX 4+ 30} > 9~ 0.8889,

i toa poka uva deka ako eksperimentot se povtoruva golem broj pati i
ako se opredeluva vrednosta na X vo sekoj od tie eksperimenti, togax
pribli no 89% od realizaciite na X ke bidat vo interval
(EX —30,EX + 30).

Vo slednite teoremi se dadeni potrebni uslovi za nizata X,
X.,...dava i slabiot zakon na golemite broevi.

Teopema 4.9 (Teorema na Qebixev)

Neka X;, X,...se nezavisni slugajni promenlivi kol imaat
konegni disperzii ogranigeni od gore so nekoja konstanta C.
Togax za sekoj realen broje > 0va 1 slabiot zakon na golemite
broevi, te.

1 &Z 1 —
I P{’— X, - - S EX, } — 1.

1 n
IToxas: Neka Y, = ~ > X;. Togax

=1
1 n
EY, =~ ; EX;,

a od nezavisnosta na X;, i =1,2,... 1 ogranigenosta od gore na nivnite
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disperzii so konstantata C, sleduva deka

1 n 1 n C
DYn:ﬁ;DXigﬁ;C:—

" .

So koristenje na neravenstvoto (4.7), dobivame:

<e)

P{|Y, — EY,| < ¢}

1 n 1 n
P{‘EZ;Xi— EZ;EXi

DY, C
> 1-—5">1-———1.
3 ne n—+oo
U
Teopema 4.10
Ako Xi, Xs,,...se nezavisni 1 ednakvo raspredeleni slugajni
promenlivi so matematigko ogekuvanje EX; = a 1 DX; = 02, i =
1,2,..., togax za niv va i slabiot zakon na golemite broevi,
t.e. N
1
I P{’— X — ‘ }:1.
I, Pyfg 2 Xi—ef <
Jloka3s: . N
1 « 1 1
SY EXi=2>a=sna=a
=1 =1
pa tvrdenjeto sleduva direktno od teorema 4.9. O

Rezultatot od prethodnata teorema ima golemo praktigno
znagenje vo statistika. 1 meno, mnogu gesto ne e poznata raspredelbata
na nekoja slugajna promenliva, na primer raspredelbata na nekoja
golemina xto se meri. Praxanjeto e kako vo toj sluqgaj da se oceni
ogekuvanata vrednost na taa golemina. Spored prethodnata teorema

1 n
- § X; % a = EX, pa zatoa za ocenka na ogekuvanata vrednost na
n

=1

N 1 — N _
goleminata mo e da se zeme a = — § x;, kade xto z; se izmerenite
n

i=1
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vrednosti na goleminata. Kolku n e pogolemo, taa ocenka ke bide po-
togna.

Vo poglavjeto 1.1, ja deFiniravme statistigkata verojatnost
na nastan A kako realen broj okolu koj se natrupuvaat relativnite
Frekvencii na nastanot A vo poveke serii od izvedeni eksperimenti.
Slednata teorema ja dava opravdanosta na statistigkata definicija
na verojatnost.

Teopema 4.11

Neka Y,, e slugajna promenliva so binomna raspredelba B(n,p).
Togax za proizvolene >0, va i:

lim P{‘ﬁ —p‘ <E} = 1L
n

n—-+o0o

IToxka3s: Bidejki Y, ~ B(n,p) , Y, mo e da se razgleduva kako broj na
pojavuvanja na nastanot A vo Bernulieva xema od n eksperimenti (p =
P(A)). Ottuka, Y,, mo e da se pretstavi kako

Y, = Xn: Xi;
=1

kade Xto X; = 14, 1 = 1,2,... T X; se nezavisni slugajni promenlivi.
Vsuxnost, X;, Xo,...se nezavisni 1 ednakvo raspredeleni sluqgajni
promenlivi so EX; = EIo = p 1 DX; = DI4 = pg. Sega, tvrdenjeto
sleduva direktno od teorema 4.10. O

Da vooqime deka vo prethodnata teorema, Y, mo e da se
nabljuduva kako frekvencija na pojavuvanje na nastanot 4, a Yn kako
relativna frekvencija na pojavuvanje nastanot A vo serijata OéLn eks-
perimenti. Teorema 4.11 poka uva deka koga n — +oo, relativnata
frekvencija na nastanot A te i kon negovata verojatnost p = P(A).
Ottuka, opravdana e statistigkata definicija na verojatnost preku
relativnite Frekvencija.
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4.4 IlemTpaJjHa rpaHMYHA TeopeMa

Najprvo ke se potsetime na integralnata teorema na Muavr-
Laplas. Spored nea, vo Bernulieva xema so n eksperimenti, vero-
jatnosta deka nastanot A ke se pojavi pomegu k § m pati, te i kon

T

1 / —2/2 1 —np .
— | e dt, koga n — 400, kade xto z; = , Zai=k,m, t.e.
Ven J V/pq

Tm

i 1 >
Po(j) — —— [ e 24t = d(ay,) — B(ap),
S P0) v [e (2m) = B(ar)

Tk

x

kade xto ®(z) = 2i / e~""/24t e funkcija na raspredelba za N(0,1) ras-
™

predelba. So Y, ja oznaquvame slugajnata promenliva koja oznaquva
broj na pojavuvanja na nastanot A vo Bernulieva xema so n eksperi-
menti. Togax Y, ~ B(n,p) |

Po(j) = P{k <Y, <m}.

I

I
>

J

Od druga strana, Y,, mo e da se pretstavi kako suma Y, = ZXi' kade

i=1
Xto X; = I, se indikatori na nastanot A 1 X; se nezavisni sluqgajni
promenlivi. Pritoa,

EY, = np, DY, =npq.

Sega, imame:

n
> X
k—mnp _ =1 <m—np}

Ple<d Xism} = v v ey
ZXZ'—ZEXZ'
=1

_ P{k—np< i=1

_ m — np}
<
Vnpq v 1pPq /g
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= P{Jﬁk S <i:Xz> S an}
i=1

m

1 e,

Tk

kade xto X oznaquva normirana slugajna promenliva X, te X =
X —-FEX

vDX . . . _
bata na nivnata normirana suma te i kon normalna normirana ras-

. Znaqi, ako X; se indikatori na nastan A, togax raspredel-

predelba koga n — +oco. Spored ova, stanuva zbor za konvergencija po
raspredelba. Se postavuva praxanje dali vakviot vid na konvergen-
cija va 1 samo za suma na indikatori na daden nastan A? Odgovorot
na ova praxanje e daden vo slednava teorema.

Teopema 4.12 (Centralna granigna teorema, L inderberg-Levi)

Neka X;, Xs,...se nezavisni i ednakvo raspredeleni sluqgajni
promenlivi so matematigko ogekuvanje m i disperzija o%. To-
gax

> Xi—nm L
285 —C120t = ().
{ oE x} =] @)

Ioka3s: Neka 7, = ZXi' Togax

i=1

Xi—a

Neka Y; = ,zai=1,2,.... Togax

Eﬁzwzo, Dy;:DXi
o o
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i Y; se nezavisni slugajni promenlivi kako funkcii od nezavisnite
slugajni promenlivi X;. Neka f(¢t) e karakteristignata funkcija na
Y;, za sekoe i = 1,2,... Ako se iskoristi teorema 4.3 za vrskata pomegu
izvodite na karakteristignata funkcija i momentite na slugajnata
promenliva Y;, naogame:

f(0)=i-EY; =0, f"(0) =i*EY? = —DY; = —1.

Funkcijata f(t) mo e da se razvie vo Maklorenov red od sledniot ob-
lik: ,
£t = £ + £+ T o),

pa so zamena na prethodno dobienite vrednosti na izvodite, dobivame
deka

fity=1- % + o(t?).

Sega, Z, mo e da se zapixe vo oblik:

pa za karakteristignata funkcija na fn se dobiva:

fy ()= 7f[lfm/\/ﬁ(f) = {f(%)r = {1 - % + o(%)r — e 2,

Znaqi, nizata karakteristigni TFunkcii {fz’; (t)} konvergira kon
funkcijata fy(t) = e~/ koja e karakteristigna funkcija na N(0,1) ras-
predelba 1 fx(t) € neprekinata vo ¢t = 0. Spored obratnata granigna
teorema, sleduva deka nizata Funkcii na raspredelba {FZ (x)} konver-

n

gira kon funkcija na normalna normirana raspredelba, t.e.

Fy () - @),
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* 1 r 2
PlZ, () <z} — — e /24t
(o) <2} = o= [

O
Spored Centralnata granigna teorema mo e da konstatirame deka
raspredelbata na normirana suma od nezavisni 1 ednakvo rasprede-
leni slugajni promenlivi so proizvolna raspredelba se stremi kon
N(0,1) raspredelba, za dovolno golemo n.

Teoremite koi gi davaat uslovite za konvergencija na normi-
rana suma na slugajni promenlivi kon normalna normirana raspre-
delba imaat golemo teorisko 1 praktigno znagenje. Imeno, tie davaat
teorisko objasnuvanje na Faktot deka normalnata raspredelba e naj-
gesta raspredelba na realnite veliqgini, a vo praktikata ovozmo u-
vaat raspredelbata na normirana suma na slugajni promenlivi, pri
moxne opxti uslovi, da se aproksimira so normalna normirana ras-
predelba.

IIpumep 4.3 (Prostor na disk) Na eden disk ima sloboden prostor od
330M B. Dali e toa dovolen prostor za smestuvanje na 300 nezavisni
fotografii, ako sekoja fotograFija ima ogekuvana dol ina od 1MB
so disperzija od 0.25M B?

Pemenue: Spored uslovite na zadagata imame n = 300, a = EX = 1,
0?2 =DX =0.25, pa o = 0.5. Brojot na fotografii »n e dovolno golem, pa
mo e da se primeni Centralnata granigna teorema. Ako go oznaqime
so A nastanot deka na diskot ima dovolno prostor, togax,

300

300 ZXi —300-1 33 3
— 0—300-1
PA) = P X; <3304 =p{ =L <
4) {2_; - } { 0.5v/300 ~  0.5v/300 }

$(3.46) = 0.9997.

Q

Znaqgi, mo e da se zaklugi deka e golema verojatnosta deka na diskot
ke ima dovolno prostor za smestuvanje na 300 Fotografii. O



IIpugor A

Jloka3u Ha HEKOM TeopeMu

A.1 Axcuomarmka Ha Kosmoropos

Teopema 1.2 Neka Q2 e proizvolno nepraznomno estvo i A e proizvolna
Tfamilija od podmno estva od Q. Togax postoi najmala os-algebra F(A)
od podmno estva od Q, koja ja sodr 1 Familijata A. F(A) se narekuva

o-anzebpa eenepupara 00 famusujama A.

IToxa3: Neka A e dadena familija od podmno estva od € i neka
® = {F;li € I} e Familijata od site o-algebri nad Q koi ja sodr at
Ffamilijata A. Familija ® ne e prazna, bidejki Buleanot B(Q) na Q
sigurno e s-algebra xto ja sodr 1 familijata A. Oznaquvame

F(A) =) F-

el
Ke poka eme deka F(A) e os-algebra, te. uslovite .1, 0.2 i 0.3 od

definicija 1.13 se ispolneti.

ol. QeFiiel = Qe(Fi=FA.
el
02. Neka A€ F(A) = () F. Togax A€ F;, za sekoj i € I. Bidejki

i€l

177
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F; e o-algebra, se dobiva deka A ¢ F;, za sekoj i € I. Ottuka,

Ae ﬂ]:z' = F(A).

iel

03. Neka 4; € F(A), j =1,2,.... Togax A, € F;, j =1,2,..., za
+oo
sekoj i € I. F; e o-algebra, pa se dobiva deka U Aj e F;, za sekoj i € 1.
j=1
Koneqgno,

UAj e Fi=F(A).

j=1 iel
So toa poka avme deka F(A) e o-algebra koja ja sodr 1 Familijata A.
Ostanuva da se poka e deka taa e najmalata o-algebra koja ja sodr i
A.

Neka G e proizvolna os-algebra koja ja sodr i1 A. Spored
definicijata na ® sleduva deka G € ®, pa F(A) C G, bidejki F(A) e
podmno estvo od sekoja c-algebra vo . Znaqi, navistina F(A) e naj-
malata o-algebra koja ja sodr i A. O

A.2 Acumnrorckm ¢opmysm 3a ompenesyBaH.e Ha BepojaT-

HOCTHNTE Pn(k) BO BepHyJII/IeBa meMa

Teopema 1.15 (Lokalna teorema na Muavr-Laplas) Neka p = P(A4) vo
Bernulieva xema i neka 0 < p < 1. Togax, pri n — +oo va i slednovo:

1 2 k—np
P, (k) =~ e /2, kade xto z = . Al
(k) v 2mnpgq /npq (A1)
k—mnp

Ioxka3: Od z = , za konegno z, dobivame:
Vg
k=np+x/npqg — +oo, Kkoga n — +oo.

n—k=nqg—x/npq — +oo, Koga n — +oo.
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Ke ja razgledame Stirlingovata formula za faktoriel, a toa

e:
m! ~ V2rmm™e™ "™, Kkoga m — +oo.
Dobivame:
n _ nlpFqn—*
Pn k _ k n—k _
(k) (k)p 1 Kl(n — k)]

QWnnnefnpkqnfk

V2rkkke=k\/2n(n — k)(n — k)»—ke—(n—k)

= \/% = k) (?p)k<n—qk> ' (4.2)

Od druga strana,

k(n — k) (np + 2/npg) (ng — /npq)

n

n
= n(p—i—x,/%) <q—x1/%>%npq, zan—+oo (A.3)

n—k

i :
Da stavime 4, = (%) (nrflk) . So logaritmiranje na 4, dobivame:
InA, = —kln (ﬁ) —(n—k)n (" — k)
np ng
np + xr./npq nqg — r\/npq
= —(np+zy/npq)In (T) — (ng — x\/npq) In (T) ,
t.e.

In A, = —(np + z/npg) In (1 + x\/nzp> — (ng — z/mpg) In (1 - x\/%) .

Ke ja iskoristime Maklorenovata formula za In(1 + ¢):

t2
In(1+41t)=t— 7+ o(t?),
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te.
2

t
In(l1+¢t)~t— —.
n(l+0)~t - o

So primena na ovaa Formula, se dobiva deka:

Ind, = —(np+zy/npq) <IL 4 _ %i

np np
2

, T N

(ng l\/nPQ)< "\ 2 q>

2
x
- koga n — +oc.

Znaqi,
x2 _ 2/2
h’lAn — —7, t.e. An —e ” (A4)

So zamena na (A.3) 1 (A.4) vo (A.2), se dobiva:

1
P, (k) =~ e /2, koga n — +oo.

V2mnpq

O

Teopema 1.16 (Integralna teorema na Muavr-Laplas) Neka p = P(A)
vo Bernulieva xema i1 neka 0 < p < 1. Togax, zan — +oo va 1 slednoto:

T
P.(r<k<m —>—/e‘t /th, A5
(r<k<m) Vor (A.5)
r—np m — np
kade xto z, = ——, z,, = .
\/npq \/npq

IToxa3: Za dadeno n oznaquvame:

_Jj—np

Tnj 9
nj \/n—q

Mno estvoto {z,,...,z.n} MO e da se razgleduva kako particija na

J=7...,m.

intervalot [z,,z,]. Dol inata na soodvetnite intervali ke bide:

_Jjtl-mp j-—mp_ 1

ATj = Tngn) ~ i = e e =
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So primena na Lokalnata teorema na Muavr-Laplas, se dobiva:

m

Po(r<k<m)=Y Py(k)
k=r

2
s
&)
a
=}
L=

Poslednata suma e Rimanova suma za funkcijata f(z) = \/—_e—-’ﬂz/Q na
interval [z,,z,]. Ottuka, za n — +oo,

8

m

lim P,(r<k<m)= e 24t

1
n—-+4oo - 21

P

Teopema 1.17 (Teorema na Puason) Za verojatnosta P,(k) deka nas-
tanot A ke nastapi k pati vo n-tata serija vo Puasonova xema, ako
lim np, =\, va 1.

n—+oo
/\k:
lim P,(k) = e

n—-4oo B k'

IToxa3: Od lim np, = A sleduva deka za golemi vrednosti nan, np, =~ A,

n—-+oo

te p,~ % Sega, za n-tata serija vo Puasonova xema se dobiva:
n _
Pu(k) = <k>pﬁqﬁ g
n! A\ LA ok
Tk (n—k)! E) ( _52




182 Teopuja wa eepojamnocm

Sega,
lim <1—é) =e
n—-+oo n
a k
- 1 2 —1
o, (-2)"(-2) (-2) - (-22) -
n—-+00 n n n n
Ottuka,
. ANy
U
A.3 Cnyuajau BexTopu;
Teopema 2.6 Synxyujama X = (X3,Xs,...,X,) 00 Q 60 R" e n-

OUMENIUOHANNA CAYHATHA NPOMeRAuBa dedunupana wa (Q, F, P) axo u camo

axo 3a cexoe n-oumenzuonaaro Bopenoso mrnomcecmeo B, X~1(B) € F.

Jlokas: Neka I, = {(xl,xg,...,xn) | a; < x; < b, a;,b; € R, 1= 1,2,...}
e n-dimenzionalen paralopiped. Bidejki X; se slugajni promenlivi,
1=1,2,...,n, mNo estvata {Fla; < X;(E) < b;} € F, za sekoj i = 1,2,...,n,
pa

Xﬁl(In) {E | a; < Xl(E) <b,1=12,.. .,TL}

= ﬂXfl([al,bl)) c F.

So ogled na toa xto n-dimenzionalnata o-algebra B, e generirana
od n-dimenzionalnite paralopipedi, dobivame deka X~}(B) € F, te.
{FE | X(E)e B} e F.

Obratno, neka za sekoe n-dimenzionalno Borelovo mno estvo B,
X~ 1(B) e F. Ke poka eme deka vo toj sluqgaj, X; e slugajna promenliva,
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za sekoj 1 =1,2,...,n. Za Fiksno i, oznaquvame
Bi:{(‘xlax25"'7$n) | a; < x; <b7}
Vsuxnost, B; = Ri7! x [a;,b;) x R*™%. Sega,

= {E|ai < Xi(E) <bi} ﬁ {E | — o0 < X;(E) <+oo}

= X‘il([aiv bl))v

3

bidejki {E |- < X;(E) < 4o} = 2. Spored pretpostavkata X—!(B;) € 7,
pa i X;'([ai,b;)) = X~1(B;) € F, od kade xto sleduva deka X; e slugajna

promenliva, za sekoj i =1,2,...,n, te. (X;,Xs,...,X,) e slugaen vektor.
Il

A.4 HeszaBucsocT Ha cilyyajHU TPOMEHJIMBU

Teopema 2.9 Cayuajrume npomenausu X u 'Y ce HE308UCHU aKO U CAMO
axo 3aednuvwrama gynryuja na pacnpedeaba na sexmopom (X,Y) moxuce da
ce npemcmasy Kaxo npoussod Ha MApuHasrume GyRKUUU Ha pacnpedeada

na caAyswajHume npomenaueu X u'Y, m.e
F(z,y) = Fx(x)Fy (y). (A.6)

IToxa3: Neka X 1 Y se nezavisni slugajni promenlivi. Togax za
proizvolni S; € By 1 Sy € By, slugajnite nastani {X € S}, {V € So}
se nezavisni, t.e.

P{X € S1}n{Y € 53}) = P{X € S1} - P{Y € Sy}

Ako S; = (—o0,z) T Sy = (—00,y), togax prethodnoto ravenstvo go dobiva
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oblikot:
P{X <z,Y <y} =P{X <z} - P{Y <y},

od kade xto sleduva (A.6).
Obratno, neka va 1 ravenstvoto (A.6). Togax spored (2.15) 1
so koristenje na (A.6), dobivame:

P({a1 <X<bh}tn{a <Y < b2}) = F(b1,b2) — F(a1,b2) — F(b1,a2) + F(ay,as2)
= Fx(b1)Fy (b2) — Fx(a1)Fy (b2) — Fx (b1)Fy (a2) + Fx(a1)Fy (a2)
= Fx(b1)[Fy (b2) — Fy (a2)] — Fx(a1)[Fy (b2) — Fy (a1)]
= [Fx(b1) — Fx(a1)] [Fy (b2) — Fy (a2)]
= P{a; < X <bi} - Plas <Y < ba}.

Bidejki o-algebrata 5; e generirana od klasata {[a,b)|a,b € R}, sleduva
deka za site S; 1 S, od B; va 1I:

P{X € S1}n{Y € S2}) = P{X € S1} - P{Y € S»},

t.e. X 1Y se nezavisni slugajni promenlivi. O

A.5 ®ysrmumM on ciyyajEuM mpOMEHJIMBU

Teopema 2.10 Hexa f : R" — R e Lopeaosa dpynxuyuja, a (X1, Xo,...,X,)
e daden cayuaen sexmop. Tozaw Y = f(X1,Xs,...,X,) € cayuwajra npomen-

AuU8a.

IToxa3: Za da se poka e deka Y e sluqgajna promenliva treba da se
poka e deka taa e F - izmerliva, te. {Y € S} € F, za sekoj S € B;.
Dobivame:

{Y €S} ={f(X1,Xa,...,X,) €S} ={(X1,Xo,...,X,) € [HS)} € F,
N——

€Bn

bidejki (X, Xs,...,X,) e slugaen vektor. O
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Teopema 2.12 Hexa X u'Y ce He3a8UCHU CAYHAJHU NPOMENAUBU, G [ U ¢
ce Lopenosu gynryuu 00 R eo R. Tozaw u cayuajrnume npomensusu f(X) u

g(Y) ce nezasucnu.

ITokas: Spored (2.32), treba da poka eme deka za proizvolni S; € B;
1 S, € By, slugajnite nastani {f(X) € S1}, {g9(Y) € S2} se nezavisni, t.e.
va 1 ravenstvoto

P{f(X) € Si}n{g(Y) € S2}) = P{f(X) € S1} - P{g(Y) € Sa}.
1 meno,

P({f(X) € S1}n{g(Y) € S2})
(od nezavisnostana X i Y)

P({X e (S} n{Y e g7'(S2)})
P{X € f71(S1)}P{Y € g7'(S2)}
P{f(X) € Si}- P{g(Y) € S2}.

A.6 Maremarnuko oueKkyBame U OUCIIEP3Uja

Teopema 3.1 Mamemamuukomo ouexysame 2u uMa CAEORUME CE0JCMEE:

i. Ec=c, kxade wmo ¢ e dadena KOHCMaHMa;

ii. |[EX| < E|X|;
5. Axo P{la < X <b} =1, moeaw a < EX <b;

. E(cX)=cEX, ako EX nocmou;

v. BE(X+Y)=EX+EY, axo EX u EY nocmojam,

vi. Axo X u'Y ce nesasucrnu cayuajru npomenausu u EX u EY nocmojam

mozaw
E(XY)=EX-EY;

n n
Vid. E(ZQX?) = ZciEXi, xade wmo ¢, 1 = 1,...,n ce dadenu KOH-
=1

= i=1
cmanmau,
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vigi. Axo X1,Xa,..., X, ce He3a8UCHU CAYUATHU NPOMEHAUBU, TO2GUL

n

E(ﬁX) - [ Ex..

=1

IToka3: i. Konstantata ¢ mo e da se razgleduva kako diskretna slu-
gajna promenliva koja prima samo edna vrednost ¢ so verojatnost 1,
t.e. P{X =c}=1. Zatoa,

Ec=EX=cP{X=c}=c-1=c

i. Neka X e diskretna slugajna promenliva so mno estvo vrednosti
Rx 1 verojatnosti p; = P{X = z;}, za z; € Rx. Togax so koristenje na
neravenstvoto na triagolnik za apsolutna vrednost od suma, dobivame:

|EX|:‘ Z Tipi| < Z |zi|pi = E|X|.

z;€ERx T, €ERx

iii. Neka P{a < X <b} =1, t.e. sitevrednosti na slugajnata promenliva
X se pogolemi ili ednakvi na a i pomali ili ednakvi na b. Togax za
diskretna slugajna promenliva X dobivame:

EX = Z Tip; > Z ap; = a Z Di=a

r,€ERx x, €ERx x, €ERx

EX= Y ap< Y bpi=b Yy p=b

r;€ERx z,€Rx z,€ERx
te. a<EX L.
Ako pak X e slugajna promenliva od apsolutno-neprekinat tip,
togax Imame:

+oo b b b
EX = / op()da = / op(x)d > / ap(z)dz = a / p(@)de = a

a
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+00 b b b
EX = /;L'p(x)dx = /;L'p(x)dx < /bp(x)dx = b/p(x)dw =0,
pa i vo ovoj slugaj, a < EX <b.
iv. Ako ¢=0, togax ¢cX =0-X =0, pa E(0-X)=FE(0)=0=0-EX. Zatoa,
neka c # 0.

Prvo, neka X e slugajna promenliva od diskreten tip so mno-

estvo vrednosti Rx = {z1,x9,...,z,} 1 Verojatnosti p, = P{X = x;}, za

i=1,2,...,n. Togax slugajnata promenliva Y = cX ke prima vrednosti

od mno estvoto Ry = {czi,cxs,...,cx,}, SO verojatnosti P{Y = cz;} =
P{cX=cx;} =P{X=ax;}=p;, zai=1,2,...,n, pa

EY = ZcxiP{Y =cr;} = ZC@;P{X =} = chiP{X =1z} =cEX.

i=1 i=1 i=1

Vo slugaj, koga Rx e prebrojlivo mno estvo, dokazot e analo-
gen, samo Xto sumite ke odat do +oco namesto do n.

Neka, sega X e slugajna promenliva od apsolutno-neprekinat

tip zadadena so gustina px(x) 1 neka Y = cX. Ako oznaqime f(z) = cx,
dobivame deka f~'(y) = Y pa (f~(y)) = é So primena na ravenstvoto

Cl
(2.36), dobivame:

py(y) =px(f @I (W) = px(y)i'

c/d

Y

Ako ¢ > 0, togax py(y) = lpx(—), pa za matematigkoto ogekuvanje na Y
C C
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se dobiva:
TS Smena: t = g, dy = cdt
L (Y — oy
EY y-px(4)dy y=—00: t=—00
K c c Yy=-+00: =400
“+oo
1
- / ctpx (t)cdt
Foo
c / tpx (t)dt
cEX.
1 - .
Ako, pak ¢ < 0, togax py(y) = ——px(g), pa za matematigkoto ogekuvanje
c c

na Y dobivame:

EY

S Smena: t = g, dy = cdt
1 c
——/ypx(—)dy y=-—00: t=+00
c c y=+00: t=—00

v. Neka X 1 Y se diskretni slugajni promenlivi taka xto X prima
vrednosti od mno estvoto Ry, aY prima vrednosti od mno estvot Ry.
Togax slugajnata promenliva X +Y ke prima vrednosti od mno est-
voto Rxiy = {z; +y; | z; € Rx,y; € Ry} 1 neka p;; = P{X =x;,Y =y;}. Da
vooqime deka P{X = z;} = Z pij, Za x; € Rx 1 P{Y =y;} = Z pij» 2@

y;€ERy z;€ERx

y; € Ry, spored ravenstvata za opredeluvanje na marginalni raspre-

delbi od zaednigkata raspredelba na dve slugajni promenlivi. So
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primena na ovie ravenstva dobivame:

EX+EY = Y xP{X=uz}+ > yP{Y=y}
z,€ERx y;€ERy
= chz‘ZPij-Fzijpz‘j
z,€ERx y; ERy y;ERy z,€ERx

= Z Z(!L‘i-i—yj)pij

r,€Rx y;ERy
- B(X+Y)

Sega, ke go razgledame slugajot koga (X,Y) e slugaen vektor od
apsolutno-neprekinat tip zadaden so gustina na raspredelba p(z,y).
Vo (2.41) e opredelena gustinata na slugajnata promenliva Z = X +Y:

“+oo

pz(z) = / p(u, 2 — u)du.

— 0o

Isto taka, da se potsetime deka marginalnite gustini na X 1 Y se
dobivaa od nivnata zaednigka gustina so:

+oo 400
px(z) = /p(way)dy py(y) = /p(:r,y)dx.

Sega, za matematigkoto ogekuvanje na slugajnata promenliva Z = X +Y

se dobiva:
+oo +oco  +oo
EZ = / 2pz(2)dz = / z / p(u, z — u)dudz

—iooo oo —00 —00
/ / ( Jdzd Smena vo vnatrexniot integral:

= zp(u, z — u)dzdu

P, t=z—u, dt=dz

Yoo too

/ /(u—i—t)p(u,t)dtdu

—0o0 —0O0
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+oo +00 +o0 +oo

EZ = //up(u,t)dtdu—l—/ /tp(u,t)dtdu
_-iooo_oo—#oo _ioogoo+m
= /u/p(u,t)dtdu—F /t/p(u,t)dudt
“+o0 +oo
- / up (u)du + / tpy (£)dt
= EX+ LY.

vi. Neka X 1 Y se nezavisni diskretni slugajni promenlivi zadadeni
isto kako vo v. Slugajnata promenliva XY ke prima vrednosti od mno-

estvoto Ryy = {x;y; | ; € Rx,y; € Ry} 1 neka, isto kako 1 prethodno,
pij = P{X =2, Y =y;}. Od nezavisnostana X 1Y,

pij :P{XZIL‘Z‘,Y:yj}:P{Xin}P{YZyj},
za site z; € Rx 1 y; € Ry. Togax,

EX-EY = > mP{X=u} Y yP{Y=y

r;€ERx ijRy

x, €ERx ijRy

Z Z LiYjDij

r,€ERx y;ERy

E(XY)

Pij

Ostanuva da go razgledame sluqgajot koga (X,Y) e slugaen vektor
od apsolutno-neprekinat tip zadaden so gustina na raspredelba p(z,y).
Vo (2.42) e opredelena gustinata na slugajnata promenliva Z = XY

+oo
pz(z) = / px(py (2)

— 00

Sega, za matematigkoto ogekuvanje na Z = XY se dobiva:
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—+oo +oo 4o

BZ = /zpz(z)dz“:_é z_é px(u)py(s)%'dudz.

Najprvo, dvojniot integral ke go pretstavime kako suma od dva inte-
grala za da se oslobodime od apsolutnata vrednost, a potoa vo dvata
dvojni integrala ke go smenite redosledot na integriranje po promen-

livite:

“+oo 0 1 4o 4o 1

z z
EZ = —/z/px(u)py(a)zdudz—i—/z/px(u)py(z)adudz
—00 —o00 —00 0
0 1 +oo +oo 1 400
z z
= —/px(u)z/zpy(z)dzdu—i— /px(u)a /zpy(a)dzdu
—00 —00 0 —o0
= II+I27
kade xto
0 1 “+o00
112—/pX(U)E/ZPY(—)dZdU,
a
+oo 1 +00
z
I, = /px(u)a /zpy(a)dzdu.
0 —0o0
1 vo dvata dvojni integrala I; i I, kako vnatrexen se javuva

—+oo

/ zpy(f)dz, koj se rexava so voveduvanje na smenata © —t. Ottuka,
u (3

—0o0
dz = udt. Pritoa, treba da se vnimava na voveduvanje na smenata vo
granicite na integracija. Pri rexavanje na I, v < 0, pa za granicite

dobivame:
z=—00: t=+00

z=+00: t=—00,
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pa integralot se sveduva na

+oo —0o0 —+oo

/zpy(S)dzz /utpy(t)udtz—/tpy(t)qut.
—0o0 +oo —o00
Sega,
0 1 +oo ,
I = —/px(u)a[— /tpy(t)u dt}du

“+o0
upx (u) / tpy (t)dtdu.

— 00

I
é\o

Od druga strana, pri voveduvanje na prethodnata smena vo re-
Xavanjeto na vhatrexniot integral vo I, kade xto « > 0, za granicite

se dobiva:
Z=—00: t=—o0

z=+00: t=+00,

pa integralot se sveduva na

+oo +o00 400
/zpy(g)dz: /utpy(t)udtz /tpy(t)qut.
Taka,

+o00 +o0

1 2

I, = px(u)a[ tpy (t)u dt}du

0 —00
+o0 400

= /upx(u) / tpy (t)dtdu
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Na kraj,
EZ = L+D

0 +oo +oo +o00

= /upx(u)/tpy(t)dtdu+/upx(u)/tpy(t)dtdu
— 00 — o0 0 -0
+oo +oo

= /upx(u)/tpy(t)dtdu
7oo+DO —00 oo

= /upx(u)du /tpy(t)dt

= FEX:.FEY.

vit. Sleduva induktivno od tvrdenjata iv. 1 w.
vizi. Sleduva induktivno od tvrdenjeto wvi. O

Teopema 3.2 Jlucnepsujama 2u uma caednume c80jCmMea:

i. DX > 0. Ilpumoa, DX = 0 axo u camo axo P{X = ¢} = 1, xade wmo
c = const;
ii. D(X +¢) = DX, 3a npou3gosna KOHCMAHMG C;
iii. D(cX)=c?DX;

. Axo X u'Y ce He3a8uUCKHU CAYHAIHY NPOMEHAUBY, MOZAUL

D(X +Y)=DX + DY;

v. Axo X1,Xs,..., X, ce no naposu HE34BUCHU CAYYAJHU NPOMEHAUSY, O

Cl, C2,..., Cp C€ 0AOEHU KOHCMAHRMU, MO20U

D(ci X1+ coXo+ -+ cuXp) = ADX1 + DXy + - + 2 DX,

vi. E(X —¢)? > BE(X — EX)?, 3a npouszeoana Koncmarnma c.

Ioxa3s: i. Slugajnata promenliva (X — EX)? e nenegativna, pa od svoj-
stvoto i. od teorema 3.1, nejzinoto matematigko ogekuvanje e nenega-
tivno. Ottuka, DX = E(X — EX)? > 0.
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Sega, neka P{X = c} =1, togax Ec = c. Ottuka, Dc = E(c — Ec)? =
E(c —¢)?> = E(0) = 0. Obratno, neka 0 = DX = E(X — EX)2. Bidejki
(X — EX)? e nenegativna slugajna promenliva, nejzinoto matematigko
ogekuvanje ke bide 0 samo ako P{(X —EX)?=0}=1, te. P{IX=FEX}=1.
Ottuka, X = ¢ = FX so verojatnost 1.
i. Ova svojstvo poka uva deka so translacija na site vrednosti na
edna slugajna promenliva X za nekoja konstanta c, nejzinata disperzija
nema da se promeni.

DX +c¢) = EX+c—EX+0¢)?=EX+c—EX —¢)?
- E(X - EX)?=DX
. D(cX) = E(cX —E(cX))? =FE(cX —cEX)?
= B(A(X - EX)?) = PE(X — EX)? = DX

w.

DIX+Y) = BE(X+Y -E(X +Y))?
= EB(X -EX)+ (Y —EY))?
= E(X - EX)’4+2E(X —EX)(Y —EY))+E(Y — EY)?
= DX +2E((X — EX)(Y — EY)) + DY (A7)

Od nezavisnosta na slugajnite promenlivi X 1 Y sleduva nezavisnost
i naslugajnite promenlivi X—FEX 1 Y—FEY, kako Funkcii od nezavisni
slugajni promenlivi (teorema 2.12), pa ottuka,

E(X — EX)(Y —EY))=E(X — EX)E(Y — EY)) = (EX — EX)(EY — EY) = 0.
So zamena na posledniot rezultat vo (A.7), dobivame:

D(X +Y) = DX + DY.
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U.D(ZciXi) = E(zn:ciXi—E(iciXi)y

i=1 =1

= Y FEX;—EX)*+> Y i E(X; — EX;)(X; — EX;))
i=1 =1 ;-1
i

n

= zn:c?DXi—l—Z f: cic; B(Xi — EX:)(X; — EX;))  (A8)

=1
X

[N

Sligno kako 1 prethodno, za koi bilo i # j, X; 1 X; se nezavisni
slugajni promenlivi, pa spored teorema 2.12, X; - EX; 1 X, — EX, se
isto taka nezavisni, kako Ffunkcii od nezavisni slugajni promenlivi.
Zatoa,

E((X;—EX;)(X;—EX;)) = E(X;—EX;)E(X;—EX;) = (EX;—EX;)(EX;—EX;) = 0,

pa so zamena vo (A.8), se dobiva deka
D(ZciXi) =Y &px..
i=1 =1

. E(X —-¢)? = E(X-EX)+(EX —¢))?

= FE(X -EX)?+2(EX —¢)E(X — EX)+ (EX —¢)?

= DX +2(EX —¢)(EX — EX)+ (EX —¢)?

= DX+ (EX —c¢)?

> DX,
bidejki (EX —¢)? > 0. Poslednoto neravenstvo poka uva deka sredno-
kvadratnoto otstapuvanje na slugajna promenliva od nejzinoto mate-
matigko ogekuvanje (t.e. disperzijata na slugajnata promenliva) e po-
malo od srednokvadratnoto otstapuvanje na taa slugajna promenliva



196 Teopuja wa eepojamnocm

od koja bilo druga konstanta. O

A.7 MomerTu Ha CcIyuajEU BEKTOPU

Teopema 3.4
i) 3a xou buso dge cayuajnu npomenaueu X uY, |pxy| < 1.

1) |pxy| =1 axo u camo axo P{Y =aX +b} =1, 3a a #0.

IToka3s: i) GiI voveduvame oznakite o1 = VDX 1 05 =+DY 1 ja razgledu-
vame sluqgajnata promenliva

Z = UQX:I:UlY

Pritoa, vo definiranjeto na Z se zema znak ,+“, ako cov(X,Y) < 0, a
znak ,,—*, ako cov(X,Y) > 0. AKO cov(X,Y) =0, dobivame deka pxy =0, pa
tvrdenjeto e togno.

Za disperzijata na Z se dobiva:

DZ = D(o2X +01Y)

= FE(02X £01Y)? — [E(02X £ 01Y)]?

= FE(03X?+20105XY +07Y?) — [02EX + 01 EY]?
03EX? +20109E(XY) +03EY? — 03(EX)? ¥ 20102 EX - EY — 03(EY)?
03(EX? — (EX)?) + 02(EY? — (EY)?) £ 20102(E(XY) — EX - EY)

= 03DX +0?DY £ 20102c00(X,Y)

= 20}03 +20102c00(X,Y)

= 2[0%03 + g102c0v(X,Y)].

Bidejki DZ > 0, dobivame deka i
002 + o109cov(X,Y) > 0. (A.9)
AKO cov(X,Y) > 0, togax (A.9) dobiva oblik:

olos — oyo9cov(X,Y) > 0.
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Ottuka,
o109 > cov(X,Y),
t.e.
cov(X,Y
Dy = (X,Y) <1
0109

Od druga strana, ako cov(X,Y) <0, od (A.9) se dobiva:

oios + oro9cov(X,Y) > 0.

Ottuka,
—o102 < cov(X,Y),
pa
cov(X,Y
PXY = ( ) > —1
0102

Zakluquvame deka |pxy| <1, Xto trebaxe i da se doka e.
i) Prvo, neka Y = «X +b. Togax za kovarijansata pomegu X 1 Y se

dobiva:
cov(X,Y) = E((X - EX)(Y — EY))
E((X —EX)(aX +b— E(aX +)))
E(X —EX)(aX+b—aEX —b)))
= E(X-EX)a(X — EX))
aB(X — EX)?
= aDX

a disperzijatanay e:
DY = D(aX +b) = a’DX.

Sega, za koeFicientot na korelacija pomegu slugajnite promenlivi X
i Y, se dobiva slednovo:

_cov(X)Y) aDX _a 1, a>0
PXY = DXVDY  JDXvVaDX 1, a<0
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So ova poka avme deka ako Y =aX + b togax |pxy|=1.
Obratno, neka |pxy| = 1. Da gi razgledame slugajni promenlivi
X* 1 Y*, definirani so:

o X-BX yo Y- BY
vDX vDY

Za matematiqgkoto ogekuvanje i disperzijata na X* se dobiva:

Ex*:E(X—EX)_E(X—EX) EX - EX _

VDX VDX  VDx
e e o (X = EX X EX) DX
DX _E(X)_E< DX_l
Analogno, se dobiva deka EY* =0 i = E(Y*)? =1, a kovarijansata
pomegu X* i Y* ke bide:
cov(X*,Y*) = E(X*Y*) - E(X*)E(Y*) = E(X*Y*)
B E(X—EX_Y—EY) B
VDx by ) "

Neka pxy = —1. Ja razgleduvame slugajnata promenliva X*+Y*.
Togax E(X*+Y*)=EX*+ EY* =0, a za disperzijata na ovaa slugajna
promenliva se dobiva slednovo:

DIX*+Y*) = EX*+Y*)? - [BEX*4+Y")?

N———
0

= E((X*)2+2X*Y* 4 (Y*)?)
E(X*)? +2B(X*Y*) + E(Y*)?
= 24 2cov(X*Y")
2(1 4 pxv)
= 0.

Dobivme deka D(X* +Y*) =0, pa od Teorema 3.2 i), zakluguvame deka
X*+Y* =C, kade xto C = const, t.e. pomegu X* i Y*, pa ottuka i pomegu
X 1Y postoi linearna zavisnost.
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Ako, pak pxy = 1, togax se razgleduva slugajnata promenliva
X*—Y* 1 so postapka sligna na prethodnata, se poka uva deka D(X* —
Y*)=2(1-pxy)=0. Ottuka, X*—-Y* = C, kade xto C e nekoja konstanta,
pa isto kako i prethodno sleduva deka pomegu X i Y postoi linearna
zavisnost. O

A.8 Kapakrepuctuuna ¢yHKIUja

Teopema 4.3 Heka 3a cayuajrama npomenasusa X NOCMoOU ancoaymen
nowemern momenm 00 ped n (E|X|™ < +o00). Tozaw kapaxmepucmuwrama

pyrnryuja f(t) na X e n namu dudepenyujabuana u 3a k < n saxcu:

B 0) =i*EX".

IHoxa3: Maklorenoviot red na funkcijata ¢"* e sledniov:

eit:r — — ¥ tk
— k! — k!
Sega,
oo Lk yk too -k k
X "X\ "EXT
£ = B = B( 3o t) = S
k=0 k=0
Od druga strana,
= S00)
ft) = kz et
=0

So izednaquvanje na koeFicientite vo poslednite dva reda, se dobiva
deka:
f®(0) =i*EX*,

za sekoj k=1,2,... O
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A.9 Ta6suna HA HOpMaJHA HOPMUpAHA paclIpeneioa

x
1 2
B(z) = — [ e/ ?dx
V2
— 00
X

.00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
-3.9 0.00005 0.00005 0.00004 0.00004 0.00004 0.00004 0.00004 0.00004 0.00003 0.00003
-3.8 0.00007 0.00007 0.00007 0.00006 0.00006 0.00006 0.00006 0.00005 0.00005 0.00005
-3.7 0.00011 0.00010 0.00010 0.00010 0.00009 0.00009 0.00008 0.00008 0.00008 0.00008
-3.6 0.00016 0.00015 0.00015 0.00014 0.00014 0.00013 0.00013 0.00012 0.00012 0.00011
-3.5 0.00023 0.00022 0.00022 0.00021 0.00020 0.00019 0.00019 0.00018 0.00017 0.00017
-3.4 0.00034 0.00032 0.00031 0.00030 0.00029 0.00028 0.00027 0.00026 0.00025 0.00024
-3.3 0.00048 0.00047 0.00045 0.00043 0.00042 0.00040 0.00039 0.00038 0.00036 0.00035
-3.2 0.00069 0.00066 0.00064 0.00062 0.00060 0.00058 0.00056 0.00054 0.00052 0.00050
-3.1 0.00097 0.00094 0.00090 0.00087 0.00084 0.00082 0.00079 0.00076 0.00074 0.00071
-3.0 0.00135 0.00131 0.00126 0.00122 0.00118 0.00114 0.00111 0.00107 0.00104 0.00100
-2.9 0.00187 0.00181 0.00175 0.00169 0.00164 0.00159 0.00154 0.00149 0.00144 0.00139
-2.8 0.00256 0.00248 0.00240 0.00233 0.00226 0.00219 0.00212 0.00205 0.00199 0.00193
-2.7 0.00347 0.00336 0.00326 0.00317 0.00307 0.00298 0.00289 0.00280 0.00272 0.00264
-2.6 0.00466 0.00453 0.00440 0.00427 0.00415 0.00402 0.00391 0.00379 0.00368 0.00357
-2.5 0.00621 0.00604 0.00587 0.00570 0.00554 0.00539 0.00523 0.00508 0.00494 0.00480
-2.4 0.00820 0.00798 0.00776 0.00755 0.00734 0.00714 0.00695 0.00676 0.00657 0.00639
-2.3 0.01072 0.01044 0.01017 0.00990 0.00964 0.00939 0.00914 0.00889 0.00866 0.00842
-2.2 0.01390 0.01355 0.01321 0.01287 0.01255 0.01222 0.01191 0.01160 0.01130 0.01101
-2.1 0.01786 0.01743 0.01700 0.01659 0.01618 0.01578 0.01539 0.01500 0.01463 0.01426
-2.0 0.02275 0.02222 0.02169 0.02118 0.02068 0.02018 0.01970 0.01923 0.01876 0.01831
-1.9 0.02872 0.02807 0.02743 0.02680 0.02619 0.02559 0.02500 0.02442 0.02385 0.02330
-1.8 0.03593 0.03515 0.03438 0.03362 0.03288 0.03216 0.03144 0.03074 0.03005 0.02938
-1.7 0.04457 0.04363 0.04272 0.04182 0.04093 0.04006 0.03920 0.03836 0.03754 0.03673
-1.6 0.05480 0.05370 0.05262 0.05155 0.05050 0.04947 0.04846 0.04746 0.04648 0.04551
-1.5 0.06681 0.06552 0.06426 0.06301 0.06178 0.06057 0.05938 0.05821 0.05705 0.05592
-1.4 0.08076 0.07927 0.07780 0.07636 0.07493 0.07353 0.07215 0.07078 0.06944 0.06811
-1.3 0.09680 0.09510 0.09342 0.09176 0.09012 0.08851 0.08691 0.08534 0.08379 0.08226
-1.2 0.11507 0.11314 0.11123 0.10935 0.10749 0.10565 0.10383 0.10204 0.10027 0.09853
-1.1 0.13567 0.13350 0.13136 0.12924 0.12714 0.12507 0.12302 0.12100 0.11900 0.11702
-1.0 0.15866 0.15625 0.15386 0.15151 0.14917 0.14686 0.14457 0.14231 0.14007 0.13786
-0.9 0.18406 0.18141 0.17879 0.17619 0.17361 0.17106 0.16853 0.16602 0.16354 0.16109
-0.8 0.21186 0.20897 0.20611 0.20327 0.20045 0.19766 0.19489 0.19215 0.18943 0.18673
-0.7 0.24196 0.23885 0.23576 0.23270 0.22965 0.22663 0.22363 0.22065 0.21770 0.21476
-0.6 0.27425 0.27093 0.26763 0.26435 0.26109 0.25785 0.25463 0.25143 0.24825 0.24510
-0.5 0.30854 0.30503 0.30153 0.29806 0.29460 0.29116 0.28774 0.28434 0.28096 0.27760
-0.4 0.34458 0.34090 0.33724 0.33360 0.32997 0.32636 0.32276 0.31918 0.31561 0.31207
-0.3 0.38209 0.37828 0.37448 0.37070 0.36693 0.36317 0.35942 0.35569 0.35197 0.34827
-0.2 0.42074 0.41683 0.41294 0.40905 0.40517 0.40129 0.39743 0.39358 0.38974 0.38591
-0.1 0.46017 0.45620 0.45224 0.44828 0.44433 0.44038 0.43644 0.43251 0.42858 0.42465
-0.0 0.50000 0.49601 0.49202 0.48803 0.48405 0.48006 0.47608 0.47210 0.46812 0.46414
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IIponosmxkenue Ha Tabaunmara Ha HOpMaJIHA HOPMUPAaHa pacipeneiioa

.00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 -09
0.0 0.50000 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.52790 0.53188 0.53586
0.1 0.53983 0.54380 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535
0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409
0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.62930 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173
0.4 0.65542 0.65910 0.66276 0.66640 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793
0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.70540 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.72240
0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490
0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.76730 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230 0.78524
0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327
0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891
1.0 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214
1.1 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.87900 0.88100 0.88298
1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147
1.3 0.90320 0.90490 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91309 0.91466 0.91621 0.91774
1.4 0.91924 0.92073 0.92220 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189
1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408
1.6 0.94520 0.94630 0.94738 0.94845 0.94950 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449
1.7 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.96080 0.96164 0.96246 0.96327
1.8 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062
1.9 0.97128 0.97193 0.97257 0.97320 0.97381 0.97441 0.97500 0.97558 0.97615 0.97670
2.0 0.97725 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982 0.98030 0.98077 0.98124 0.98169
2.1 0.98214 0.98257 0.98300 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.98500 0.98537 0.98574
2.2 0.98610 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.98840 0.98870 0.98899
2.3 0.98928 0.98956 0.98983 0.99010 0.99036 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158
2.4 0.99180 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266 0.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361
2.5 0.99379 0.99396 0.99413 0.99430 0.99446 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.99520
2.6 0.99534 0.99547 0.99560 0.99573 0.99585 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643
2.7 0.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693 0.99702 0.99711 0.99720 0.99728 0.99736
2.8 0.99744 0.99752 0.99760 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807
2.9 0.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861
3.0 0.99865 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882 0.99886 0.99889 0.99893 0.99896 0.99900
3.1 0.99903 0.99906 0.99910 0.99913 0.99916 0.99918 0.99921 0.99924 0.99926 0.99929
3.2 0.99931 0.99934 0.99936 0.99938 0.99940 0.99942 0.99944 0.99946 0.99948 0.99950
3.3 0.99952 0.99953 0.99955 0.99957 0.99958 0.99960 0.99961 0.99962 0.99964 0.99965
3.4 0.99966 0.99968 0.99969 0.99970 0.99971 0.99972 0.99973 0.99974 0.99975 0.99976
3.5 0.99977 0.99978 0.99978 0.99979 0.99980 0.99981 0.99981 0.99982 0.99983 0.99983
3.6 0.99984 0.99985 0.99985 0.99986 0.99986 0.99987 0.99987 0.99988 0.99988 0.99989
3.7 0.99989 0.99990 0.99990 0.99990 0.99991 0.99991 0.99992 0.99992 0.99992 0.99992
3.8 0.99993 0.99993 0.99993 0.99994 0.99994 0.99994 0.99994 0.99995 0.99995 0.99995
3.9 0.99995 0.99995 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99997 0.99997
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