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Ïðåäãîâîð

Îâàà çáèðêà, ïðåä ñ�e å íàìåíåòà çà ñòóäåíòèòå íà ïðåäìåòîò Êîì-
ïëåêñíà àíàëèçà íà Èíñòèòóòîò çà ìàòåìàòèêà ïðè Ïðèðîäíî-ìàòåìà-
òè÷êèîò ôàêóëòåò âî Ñêîïjå.

Ìå�ãóòîà, çáèðêàòà ìîæå äà jà êîðèñòèòàò è ñòóäåíòèòå îä òåõíè÷-
êèòå ôàêóëòåòè, êàêî è ñèòå îíèå ñòóäåíòè âî ÷èè íàñòàâíè ïðîãðàìè
ñå îïôàòåíè ñîäðæèíèòå øòî ñå îáðàáîòóâààò âî îâàà çáèðêà.

Çáèðêàòà å ðåçóëòàò íà ïîâå�êåãîäèøíè ïðåäàâà»à è âåæáè êîè ãè
îäðæóâàëå àâòîðèòå íà ñòóäèèòå ïî ìàòåìàòèêà.

Çáèðêàòà å ðàáîòåíà ñïîðåä íàñòàâíàòà ïðîãðàìà çà îâîj ïðåäìåò.
Îïôàòåíè ñå òåìèòå: Ðåäîâè îä õîëîìîðôíè ôóíêöèè, Íóëè è èçî-

ëèðàíè ñèíãóëàðèòåòè, Ïðèíöèï íà ìàêñèìóì íà ìîäóë, Îñòàòîöè (Ðå-
çèäèóìè), Ïðèíöèï íà àðãóìåíò.

Âî ñèòå ãëàâè ñå äàäåíè è îñíîâíèòå ïîèìè ïîòðåáíè çà ðåøàâà»å íà
çàäà÷èòå, à ïî ïîòðåáà, ñå êîðèñòåíè è öðòåæè çà ïîäîáðà èëóñòðàöèjà.

Çáèðêàòà å íàïèøàíà íà âèñîêî ñòðó÷åí, íî èñòîâðåìåíî åäíîñòà-
âåí è ðàçáèðëèâ íà÷èí. Ñå ïîòðóäèâìå ñòèëîò íà ïèøóâà»å äà áèäå
ïðèêëàäåí êàêî çà ñòóäåíòèòå, òàêà è çà îñòàíàòèòå ÷èòàòåëè êîè �êå jà
êîðèñòàò âî ñâîjàòà ïðîôåñèîíàëíà ðàáîòà.

Îñîáåíî èì ñå çàáëàãîäàðóâàìå íà ðåöåíçåíòèòå íà îâàà çáèðêà, êîè
ñî ñâîèòå êîìåíòàðè è çàáåëåøêè ìíîãó ïðèäîíåñîà çà íåjçèíî ïîäîá-
ðóâà»å.

�Êå áèäåìå áëàãîäàðíè íà ñèòå ÷èòàòåëè êîè ñî ñâîèòå ñóãåñòèè �êå
ïðèäîíåñàò çà èäíè ïîäîáðóâà»à íà îâàà çáèðêà.

Íà ñèòå ÷èòàòåëè èì ïîñàêóâàìå óñïåøíî íàâëåãóâà»å âî òåõíèêèòå
íà ìàòåìàòèêàòà ïðåêó îâàà çáèðêà è óñïåøíî ñîâëàäóâà»å íà íåjçèíè-
òå ñîäðæèíè.

Ñêîïjå, 2024 Îä Àâòîðèòå
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Ãëàâà 1

ÐÅÄÎÂÈ ÎÄ
ÕÎËÎÌÎÐÔÍÈ ÔÓÍÊÖÈÈ

½Complex Analysis is a dangerous subject. If you are not

careful, you can lose an ½i�.�

�� Prof. K. Koenig

Ëîðàíîâèîò ðàçâîj å ïðåòñòàâóâà»å íà êîìïëåêñíàòà ôóíêöèjà f (z)
êàêî ñòåïåíñêè ðåä. Çà ðàçëèêà îä Òåjëîðîâèîò ðàçâîj êîj jà ïðåòñòàâó-
âà ôóíêöèjàòà f (z) âî îáëèê íà ñòåïåíñêè ðåä ïî ñòåïåíèòå íà (z − a)
ñî íåíåãàòèâíè åêñïîíåíòè (ïî íåíåãàòèâíèòå ñòåïåíè íà (z − a)), Ëî-
ðàíîâèîò ðàçâîj ñîäðæè è ÷ëåíîâè ïî íåãàòèâíèòå ñòåïåíè íà (z − a).

1.1 Ñòåïåíñêè ðåäîâè

Äåôèíèöèjà 1.1. Ðåäîò îä îáëèê

+∞∑
n=0

cn(z − a)n = c0 + c1 (z − a) + c2(z − a)2 + ...

ñå íàðåêóâà ñòåïåíñêè ðåä âî îêîëèíà íà òî÷êàòà a ∈ C. Êîìïëåêñíèòå
áðîåâè c0, c1, c2... ñå íàðåêóâààò êîåôèöèåíòè íà ñòåïåíñêèîò ðåä.

Ïðàøà»åòî êîå ïðèðîäíî ñå íàìåòíóâà å çà êîè âðåäíîñòè, îäíîñíî
çà êîè êîìïëåêñíè áðîåâè äàäåíèîò ñòåïåíñêè ðåä �êå êîíâåðãèðà? Îä-
ãîâîðîò íà îâà ïðàøà»å å äàäåí âî ïðîäîëæåíèå.

Òåîðåìà 1.1. Àêî ñòåïåíñêèîò ðåä
+∞∑
n=0

cn(z − a)n êîíâåðãèðà çà íåêîå

z = z1 ∈ C, òîãàø òîj êîíâåðãèðà (è òîà àïñîëóòíî) çà ñåêîå

1



ÃËÀÂÀ 1. ÐÅÄÎÂÈ ÎÄ ÕÎËÎÌÎÐÔÍÈ ÔÓÍÊÖÈÈ

z ∈ C çà êîå âàæè |z − a| < |z1 − a|. Îáðàòíî, àêî ðåäîò äèâåðãèðà

çà íåêîå z = z1 ∈ C, òîãàø òîj äèâåðãèðà çà ñåêîå z ∈ C çà êîå âàæè

|z − a| > |z1 − a|.

Îä ïðåòõîäíàòà òåîðåìà äîáèâàìå äåêà îáëàñòà íà êîíâåðãåíöèjà íà

ñòåïåíñêèîò ðåä
+∞∑
n=0

cn(z − a)n å ìíîæåñòâîòî D = {z| |z − a| < R}, øòî

ïðåòñòàâóâà îòâîðåí êðóã ñî öåíòàð âî òî÷êàòà a. Ðàäèóñîò R íà êðóãîò
D ñå íàðåêóâà ðàäèóñ íà êîíâåðãåíöèjà íà ñòåïåíñêèîò ðåä. Ñòåïåíñêè-
îò ðåä äèâåðãèðà âî ñëó÷àj êîãà |z − a| > R, îäíîñíî âî íàäâîðåøíî-
ñòà íà ìíîæåñòâîòî D. Ñòåïåíñêèîò ðåä ìîæå äà êîíâåðãèðà, íî ìîæå
è äà äèâåðãèðà íà ðàáîò íà ìíîæåñòâîòî D, îäíîñíî íà êðóæíèöàòà
|z − a| = R.

Ðàäèóñîò íà êîíâåðãåíöèjà ìîæå äà ñå îïðåäåëè ïðåêó êîåôèöèåí-
òèòå íà ñòåïåíñêèîò ðåä ñî ïîìîø íà ôîðìóëèòå:

1. R =
1

lim sup
n→+∞

n
√

|cn|
- Êîøèåâ êðèòåðèóì;

2. R = lim
n→∞

∣∣∣∣ cncn+1

∣∣∣∣ - Äàëàìáåðîâ êðèòåðèóì.
Ñî ñóìàòà íà ðåäîò å äåôèíèðàíà õîëîìîðôíà ôóíêöèjà íà êðóãîò
D äàäåíà ñî

f (z) =

+∞∑
n=0

cn (z − a)n, z ∈ D.

Çàäà÷à 1.1. Îïðåäåëè ãî ìíîæåñòâîòî îä êîìïëåêñíè áðîåâè çà êîè
êîíâåðãèðààò ðåäîâèòå:

1)
+∞∑
n=1

(z + 2)n−1

(n+ 1)34n

2)
+∞∑
n=1

(−1)n−1z2n−1

(2n− 1)!

3)
+∞∑
n=1

n!zn

Ðåøåíèå. 1) Çà êîåôèöèåíòèòå íà ñòåïåíñêèîò ðåä
+∞∑
n=1

(z + 2)n−1

(n+ 1)34n
âà-

æè cn =
1

(n+ 1)34n
, ïà ñî ïîìîø íà Äàëàìáåðîâèîò êðèòåðèóì ãî
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1.1. ÑÒÅÏÅÍÑÊÈ ÐÅÄÎÂÈ

äîáèâàìå ðàäèóñîò íà êîíâåðãåíöèjà

R = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(n+ 1)34n

1

(n+ 2)34n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣4(n+ 2)3

(n+ 1)3

∣∣∣∣∣ = 4 lim
n→∞

(
n+ 2

n+ 1

)3

= 4.

Çà òî÷êèòå íà êðóæíèöàòà |z + 2| = 4, èìàìå

+∞∑
n=1

|z + 2|n−1

(n+ 1)34n
=

+∞∑
n=1

4n−1

(n+ 1)34n
=

1

4

+∞∑
n=1

1

(n+ 1)3
,

ïà ðåäîò å àïñîëóòíî êîíâåðãåíòåí, îäíîñíî êîíâåðãåíòåí. Ñïîðåä
òîà, ìíîæåñòâîòî îä êîìïëåêñíè áðîåâè íà êîå äàäåíèîò ðåä êîíâåð-
ãèðà å êðóãîò D = {z| |z + 2| ≤ 4}.

2) Äàäåíèîò ðåä êîíâåðãèðà çà ñåêîj êîìïëåêñåí áðîj z ∈ C.

3) Äàäåíèîò ðåä êîíâåðãèðà ñàìî àêî z = 0.

Çàäà÷à 1.2. Îïðåäåëè ãî ìíîæåñòâîòî îä êîìïëåêñíè áðîåâè çà êîè
êîíâåðãèðààò ðåäîâèòå:

1)
+∞∑
n=0

(
z

2− i

)n

2)
+∞∑
n=0

n!

nn
zn

3)
+∞∑
n=0

(cosh (in))nzn

Ðåøåíèå. 1) Îä òîà øòî
+∞∑
n=0

(
z

2− i

)n

=
+∞∑
n=0

1

(2− i)n
zn, çà êîåôèöè-

åíòèòå íà äàäåíèîò äàäåíè ñòåïåíñêè ðåä âàæè cn =
1

(2− i)n
. Ñî

ïðèìåíà íà Êîøèåâèîò êðèòåðèóì èìàìå

R =
1

lim sup
n→+∞

n

√∣∣∣∣ 1

(2− i)n

∣∣∣∣
=

1

lim sup
n→+∞

n

√
1

|2− i|n
= |2− i| =

√
5.

Ñïîðåä òîà, ìîæåñòâîòî êîìïëåêñíè áðîåâè íà êîè äàäåíèîò ðåä
êîíâåðãèðà å D =

{
z| |z| <

√
5
}
.
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ÃËÀÂÀ 1. ÐÅÄÎÂÈ ÎÄ ÕÎËÎÌÎÐÔÍÈ ÔÓÍÊÖÈÈ

2) Âî îâîj ñëó÷àj cn =
n!

nn
. Ñî ïðèìåíà íà Äàëàìáåðîâèîò êðèòåðèóì

èìàìå

R = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n!

nn

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(n+ 1)n

nn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(
n+ 1

n

)n

=

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e,

ïà ìíîæåñòâîòî îä êîìïëåêñíè áðîåâè íà êîè äàäåíèîò ðåä êîíâåð-
ãèðà å D = {z| |z| < e}.

3) Jàñíî cn = (cosh (in))n. Ñî ïîìîø íà èäåíòèòåòîò cosh z = cos (iz) è
Êîøèåâèîò êðèòåðèóì, äîáèâàìå

R =
1

lim sup
n→+∞

n
√

|(cosh (in))n|
=

1

lim sup
n→+∞

n
√

|cosh (in)|n
=

=
1

lim sup
n→+∞

|cosn|
= 1.

Ñïîðåä òîà, ðåäîò êîíâåðãèðà íà D = {z| |z| < 1}.
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1.2. ËÎÐÀÍÎÂ È ÒÅJËÎÐÎÂ ÐÀÇÂÎJ

1.2 Ëîðàíîâ è Òåjëîðîâ ðàçâîj

Òåîðåìà 1.2. Ñåêîjà ôóíêöèjà f (z) êîjà å õîëîìîðôíà âî òî÷êàòà

z = a, ìîæå äà ñå ðàçâèå âî ðåä, îäíîñíî

f (z) = A0 +A1 (z − a) +A2(z − a)2 + ... =

+∞∑
n=0

An (z − a)n,

êîjøòî å êîíâåðãåíòåí âî êðóãîò Dr = {z| |z − a| < r} êàäå r < |b− a|,
à b å íàjáëèñêàòà òî÷êà äî òî÷êàòà a âî êîjàøòî ôóíêöèjàòà f (z) íå
å õîëîìîðôíà è

An =
1

2πi

∫
∂D

f (z)

(z − a)n+1dz, n ∈ N0.

Îâîj ðåä ñå íàðåêóâà Òåjëîðîâ (ðåä) ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) âî òî÷-

êàòà z = a.

Òåîðåìà 1.3. Ñåêîjà õîëîìîðôíà ôóíêöèjà f (z) íà ïðñòåíîò

P = {z| r1 ≤ |z − a| ≤ r2}, r1 ≥ 0, r2 ≤ +∞, ìîæå äà ñå ðàçâèå âî

ðåä, îäíîñíî

f (z) =

+∞∑
n=−∞

An(z − a)n,

êàäå øòî

An =
1

2πi

∫
Γ

f (z)

(z − a)n+1dz,

çà Γ = {z| |z − a| = r}, r1 ≤ r ≤ r2.
Îâîj ðåä å êîíâåðãåíòåí íà ïðñòåíîò P è ñå íàðåêóâà Ëîðàíîâ (ðåä)
ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z). Äåëîò ïî íåíåãàòèâíèòå ñòåïåíè íà

(z − a) âî Ëîðàíîâèîò ðàçâîj, îäíîñíî
+∞∑
n=0

An(z − a)n ñå íàðåêóâà ïðà-

âèëåí (ðåãóëàðåí) äåë, à äåëîò ïî íåãàòèâíèòå ñòåïåíè íà (z − a),

îäíîñíî
−1∑

n=−∞
An(z − a)n ñå íàðåêóâà ãëàâåí (ñóøòèíñêè) äåë.

Çàäà÷à 1.3. Íåêà f (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà íà ïðñòåíîò
P = {z| r < |z − a| < R}. Äîêàæè äåêà f (z) èìà åäèíñòâåíî ïðåòñòà-
âóâà»å âî Ëîðàíîâ ðåä.

Ðåøåíèå. Äà ïðåòïîñòàâèìå ñïðîòèâíî, îäíîñíî äåêà f (z) èìà äâå ïðåò-
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ÃËÀÂÀ 1. ÐÅÄÎÂÈ ÎÄ ÕÎËÎÌÎÐÔÍÈ ÔÓÍÊÖÈÈ

ñòàâóâà»à

f (z) =
+∞∑

n=−∞
an(z − a)n (1.1)

è

f (z) =
+∞∑

n=−∞
bn(z − a)n. (1.2)

Ñî ìíîæå»å íà ïîñëåäíèîò èçðàç ñî (z − a)m çà m ∈ Z, äîáèâàìå

(z − a)mf (z) =

+∞∑
n=−∞

bn(z − a)m+n. (1.3)

Ðåäîò (1.2) ðàìíîìåðíî êîíâåðãèðà íà ïðñòåíîò P , ïà ðàìíîìåðíî êîí-
âåðãèðà íà ñåêîjà êðóæíèöà êîjàøòî ñå ñîäðæè âî P , îäíîñíî è íà êðóæ-
íèöàòà C = {z| |z − a| = λ}, êàäå r < λ < R.
Ïîðàäè ðàìíîìåðíàòà êîíâåðãåíöèjà ðåäîò (1.3) ìîæå äà ñå èíòåãðèðà
÷ëåí ïî ÷ëåí, ïà äîáèâàìå

1

2πi

∫
C

(z − a)mf (z) dz =

=
1

2πi

∫
C

+∞∑
n=−∞

bn(z − a)m+ndz =
1

2πi

+∞∑
n=−∞

bn

∫
C

(z − a)m+ndz. (1.4)

Ãî ðàçãëåäóâàìå èíòåãðàëîò
∫
C

(z − a)m+ndz, îäíîñíî ðàçãëåäóâàìå äâà

ñëó÷àjà:

1. Àêî m+ n ̸= −1, òîãàø
∫
C

(z − a)m+ndz = 0.

2. Àêî m+ n = −1, òîãàø n = −m− 1 è∫
C

(z − a)m+ndz =

∫
C

(z − a)m−m−1dz =

∫
C

(z − a)−1dz =

=

∫
C

dz

z − a
= 2πi · 1

2πi

∫
C

dz

z − a
= 2πi · 1 = 2πi.

Ñïîðåä òîà, äîáèâàìå äåêà∫
C

(z − a)m+ndz =

{
0, m+ n ̸= −1
2πi, m+ n = −1

. (1.5)
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1.2. ËÎÐÀÍÎÂ È ÒÅJËÎÐÎÂ ÐÀÇÂÎJ

Îä (1.4) è (1.5) äîáèâàìå

1

2πi

∫
C

(z − a)mf (z) dz =
1

2πi
· b−m−1 · 2πi = b−m−1, m ∈ Z. (1.6)

Îä −m− 1 = n, èìàìå −m = n+ 1, ïà (1.6) äîáèâà îáëèê

bn =
1

2πi

∫
C

f (z)

(z − a)−mdz =
1

2πi

∫
C

f (z)

(z − a)n+1dz = an,

îä êàäå çàêëó÷óâàìå äåêà bn = an çà ñåêîå n ∈ Z, îäíîñíî ïðåòñòàâó-
âà»åòî å åäèíñòâåíî.

Çàäà÷à 1.4. Îïðåäåëè ãî Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà

f (z) =
1

1− z
íà îáëàñòà:

1) D1 = {z| |z| < 1}

2) D2 = {z| |z| > 1}

Ðåøåíèå. 1) Åäèíñòâåíèîò ñèíãóëàðèòåò íà ôóíêöèjàòà f (z) =
1

1− z
å òî÷êàòà z = 1, íî òàà íå ïðèïà�ãà íà äàäåíàòà îáëàñò D1. Ïðèòîà

è ôóíêöèjàòà
f (z)

zn+1
, çà n ∈ Z− å õîëîìîðôíà íà D1. Ñïîðåä òîà, çà

Γ = {z| |z| = r} , 0 < r < 1, èìàìå

An =
1

2πi

∫
Γ

1

1− z
zn+1

dz = 0, n ∈ Z−,

ïà Ëîðàíîâèîò ðàçâîj ñå ñîñòîè ñàìî îä ïðàâèëíèîò äåë.
Çà n ∈ Z+ ∪ {0} êîðèñòåj�êè jà Êîøèåâàòà èíòåãðàëíà ôîðìóëà, äî-
áèâàìå äåêà

An =
1

2πi

∫
Γ

1

1− z
zn+1

dz =
1

n!

n!

2πi

∫
Γ

1

1− z
zn+1

dz =
f (n) (0)

n!
= 1.

Äîáèâàìå äåêà áàðàíèîò Ëîðàíîâ ðàçâîj å f (z) =
+∞∑
n=0

zn, çà z ∈ D1.

2) Ôóíêöèjàòà f (z) å õîëîìîðôíà íà D2. Êîðèñòåj�êè jà Êîøèåâàòà òåî-
ðåìà çà ïîâå�êåñâðçëèâè îáëàñòè è Êîøèåâàòà èíòåãðàëíà ôîðìóëà,
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ÃËÀÂÀ 1. ÐÅÄÎÂÈ ÎÄ ÕÎËÎÌÎÐÔÍÈ ÔÓÍÊÖÈÈ

çà Γ = {z| |z| = r} , r > 1, èìàìå äåêà

An =
1

2πi

∫
Γ

1

1− z
zn+1

dz =
1

2πi

∫
Γ

1

zn+1 (1− z)
dz =

=
f (n) (0)

n!
− 1

zn+1

∣∣∣∣
z=1

= 1− 1 = 0,

çà ñåêîå n ∈ Z+ ∪ {0}, è

An =
1

2πi

∫
Γ

1

1− z
zn+1

dz = − 1

2πi

∫
Γ

z−n−1

z − 1
dz = −z−n−1

∣∣
z=1

= −1,

çà ñåêîå n ∈ Z−. Ñïîðåä òîà, äîáèâàìå äåêà áàðàíèîò Ëîðàíîâ ðàçâîj
ñå ñîñòîè ñàìî îä ãëàâíèîò äåë, îäíîñíî

f (z) = −
−1∑

n=−∞
zn = −

+∞∑
n=1

1

zn
.

Îä ñåòî îâà äîáèâàìå äåêà âàæè

f (z) =


+∞∑
n=0

zn, |z| < 1

−
+∞∑
n=1

1

zn
, |z| > 1

.

Çàäà÷à 1.5. Îïðåäåëè ãî Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà

f (z) =
1

z + 4
íà îáëàñòà:

1) D1 = {z| |z| < 4}

2) D2 = {z| |z| > 4}

Ðåøåíèå. Îáëàñòà D1 e îòâîðåí êðóã ñî öåíòàð âî òî÷êàòà (0, 0) è
ðàäèóñ ñî äîëæèíà 4. Îáëàñòà D2 å íàäâîðåøíîñòà íà D1. Äàäåíàòà
ôóíêöèjà ìîæåìå äà jà çàïèøåìå âî îáëèê

f (z) =
1

4
(
1 +

z

4

) =
1

4
(
1−

(
−z
4

)) =
1

4
· 1

1−
(
−z
4

) .
Ñî ïîìîø íà ïðåòõîäíàòà Çàäà÷à 1.4, ãî äîáèâàìå áàðàíèîò Ëîðàíîâ
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1.2. ËÎÐÀÍÎÂ È ÒÅJËÎÐÎÂ ÐÀÇÂÎJ

ðàçâîj

f (z) =


1

4

+∞∑
n=0

(
−z
4

)n
, |z| < 4

−1

4

+∞∑
n=1

1(
−z
4

)n , |z| > 4
=


+∞∑
n=0

(−1)nzn

4n+1
, |z| < 4

−
+∞∑
n=1

(−1)n4n−1

zn
, |z| > 4

.

Äà çàáåëåæèìå äåêà Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) =
1

z + 4
,

íà îáëàñòà D1 ñå ñîñòîè ñàìî îä ïðàâèëåí äåë, à íà îáëàñòà D2 ñå ñîñòîè
ñàìî îä ãëàâåí äåë.

Çàäà÷à 1.6. Îïðåäåëè ãî Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà

f (z) =
1

z (z + 4)
íà îáëàñòà D = {z| |z| < 4}.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèjàòà f (z) å õîëîìîðôíà íà öåëàòà îáëàñò D, îñâåí
âî òî÷êàòà z = 0. Îä ïðåòõîäíàòà Çàäà÷à 1.5, èìàìå äåêà Ëîðàíîâè-

îò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà g (z) =
1

z + 4
íà îáëàñòà D = {z| |z| < 4} å

g (z) =
+∞∑
n=0

(−1)nzn

4n+1
. Ñïîðåä òîà äîáèâàìå äåêà áàðàíèîò Ëîðàíîâ ðàç-

âîj å

f (z) =
1

z
g (z) =

1

z

+∞∑
n=0

(−1)nzn

4n+1
=

+∞∑
n=0

(−1)nzn−1

4n+1
.

Çàäà÷à 1.7. Îïðåäåëè ãî Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà

f (z) =
1

(z + 1) (z + 4)
íà îáëàñòà D = {z| 3 < |z − 2| < 6}.

Ðåøåíèå. Âîâåäóâàìå ñìåíà w = z−2. Òîãàø äàäåíàòà ôóíêöèjà ïðåìè-

íóâà âî îáëèê f (w) =
1

(w + 3) (w + 6)
è îáëàñòà D ïðåìèíóâà âî îáëàñò

D′ = {w| 3 < |w| < 6}. �Êå jà çàïèøåìå ôóíêöèjàòà f (w) âî âèä íà çáèð
îä ïðîñòè äðîïêè, ïà

f (w) =
1

(w + 3) (w + 6)
=

A

w + 3
+

B

w + 6
=

(A+B)w + 6A+ 3B

(w + 3) (w + 6)
,

îä êàäå äîáèâàìå äåêà A =
1

3
, B = −1

3
, îäíîñíî

f (w) =
1

3

(
1

w + 3
− 1

w + 6

)
=

1

3

 1

3
(
1−

(
−w

3

)) − 1

6
(
1−

(
−w

6

))
 .
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Îä òîà øòî

1

3
(
1−

(
−w

3

)) =


1

3

+∞∑
n=0

(
−w

3

)n
, |w| < 3

−1

3

+∞∑
n=1

1(
−w

3

)n , |w| > 3
=

=


+∞∑
n=0

(−1)nwn

3n+1
, |w| < 3

−
+∞∑
n=1

(−1)n3n−1

wn
, |w| > 3

,

è

1

6
(
1−

(
−w

6

)) =


1

6

+∞∑
n=0

(
−w

6

)n
, |w| < 6

−1

6

+∞∑
n=1

1(
−w

6

)n , |w| > 6
=

=


+∞∑
n=0

(−1)nwn

6n+1
, |w| < 6

−
+∞∑
n=1

(−1)n6n−1

wn
, |w| > 6

,

äîáèâàìå äåêà Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (w) íà îáëàñòà D′ å

f (w) =
1

3

[
−

+∞∑
n=1

(−1)n3n−1

wn
−

+∞∑
n=0

(−1)nwn

6n+1

]
.

Ñî âðà�êà»å íà ñìåíàòà w = z − 2 ãî äîáèâàìå Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà
ôóíêöèjàòà f (z) íà îáëàñòà D = {z| 3 < |z − 2| < 6} êîj ãëàñè

f (z) = −1

3

[
+∞∑
n=1

(−1)n3n−1

(z − 2)n
+

+∞∑
n=0

(−1)n(z − 2)n

6n+1

]
.

Çàäà÷à 1.8. Îïðåäåëè ãî Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà

f (z) =
1

z2 + 9
íà îáëàñòà D = {z| |z − 3i| > 6}.

Ðåøåíèå. Ïîðàäè òîà øòî f (z) =
1

(z − 3i) (z + 3i)
, ñòàâàj�êè ñìåíà

w = z − 3i, ôóíêöèjàòà ïðåìèíóâà âî îáëèê f (w) =
1

w (w + 6i)
è îá-

ëàñòà D âî îáëàñò D′ = {w| |w| > 6}. Ïðèòîà å èñïîëíåòî äåêà
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1

w (w + 6i)
=

1

6wi

(
1− iw

6

) =


1

6iw

+∞∑
n=0

(
iw

6

)n

, |w| < 6

− 1

6iw

+∞∑
n=1

1(
iw

6

)n , |w| > 6
=

=


+∞∑
n=0

(iw)n−1

6n+1
, |w| < 6

−
+∞∑
n=1

6n−1

(iw)n+1 , |w| > 6

,

ïà ñïîðåä òîà

f (w) = −
+∞∑
n=1

6n−1

(iw)n+1 .

Ñî âðà�êà»å íà ñìåíàòà w = z − 3i, êîíå÷íî ãî äîáèâàìå Ëîðàíîâèîò
ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) íà îáëàñòà D = {z| |z − 3i| > 6} êîj ãëàñè

f (z) = −
+∞∑
n=1

6n−1

(i (z − 3i))n+1 .

Äà çàáåëåæèìå äåêà Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) =
1

z2 + 9
íà îáëàñòà D ñå ñîñòîè ñàìî îä ãëàâåí äåë.

Çàäà÷à 1.9. Îïðåäåëè ãî Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà

f (z) =
1

(1− z) (z + 2)
íà îáëàñòà:

1) D1 = {z| |z| < 1}

2) D2 = {z| 1 < |z| < 2}

3) D3 = {z| |z| > 2}

Ðåøåíèå. Ïðâî, �êå jà çàïèøåìå ôóíêöèjàòà f (z) âî âèä íà çáèð îä
ïðîñòè äðîïêè, ïà

f (z) =
1

(1− z) (z + 2)
=

A

1− z
+

B

z + 2
=

(A−B) z + 2A+B

(1− z) (z + 2)
,

îä êàäå äîáèâàìå äåêà A = B =
1

3
è f (z) =

1

3

[
1

1− z
+

1

z + 2

]
. Ïðèòîà

âàæè äåêà
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1

1− z
=


+∞∑
n=0

zn, |z| < 1

−
+∞∑
n=1

1

zn
, |z| > 1

è

1

z + 2
=

1

2
(
1−

(
−z
2

)) =


1

2

+∞∑
n=0

(
−z
2

)n
, |z| < 2

−1

2

+∞∑
n=1

1(
−z
2

)n , |z| > 2
=

=


+∞∑
n=0

(−1)nzn

2n+1
, |z| < 2

−
+∞∑
n=1

(−1)n2n−1

zn
, |z| > 2

.

Ñïîðåä òîà, Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) ãëàñè:

1) f (z) =
1

3

[
+∞∑
n=0

zn +
+∞∑
n=0

(−1)nzn

2n+1

]
íà îáëàñòà D1 = {z| |z| < 1};

2) f (z) =
1

3

[
−

+∞∑
n=1

1

zn
+

+∞∑
n=0

(−1)nzn

2n+1

]
íà îáëàñòà D2 = {z| 1 < |z| < 2};

3) f (z) =
1

3

[
−

+∞∑
n=1

1

zn
−

+∞∑
n=1

(−1)n2n−1

zn

]
íà îáëàñòà D3 = {z| |z| > 2}.

Çàäà÷à 1.10. Îïðåäåëè ãî Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà

f (z) =
1

z (z − 3)
íà îáëàñòà D1 = {z| 1 < |z − 1| < 2}.

Ðåøåíèå. Ïðâî, �êå jà çàïèøåìå ôóíêöèjàòà f (z) âî âèä íà çáèð îä
ïðîñòè äðîïêè, ïà

f (z) =
1

z (z − 3)
=
A

z
+

B

z − 3
=

(A+B) z − 3A

z (z − 3)
,

îä êàäå äîáèâàìå äåêà A = −1

3
è B =

1

3
, ïà f (z) = −1

3

[
1

z
− 1

z − 3

]
.

Îä óñëîâèòå íà çàäà÷àòà, ðàçâèâà»åòî íà ôóíêöèjàòà å ïî ñòåïåíèòå íà
(z − 1) è ïðèòîà âàæè

1

z
=

1

1 + z − 1
=

1

1− (− (z − 1))
=


+∞∑
n=0

(−1)n(z − 1)n, |z − 1| < 1

−
+∞∑
n=1

(−1)n

(z − 1)n
, |z − 1| > 1

è
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1

z − 3
=

1

z − 1− 2
= −1

2

1

1− z − 1

2

=


−1

2

+∞∑
n=0

(
z − 1

2

)n

, |z − 1| < 2

1

2

+∞∑
n=1

1(
z − 1

2

)n , |z − 1| > 2
=

=


−

+∞∑
n=0

(z − 1)n

2n+1
, |z − 1| < 2

+∞∑
n=1

2n−1

(z − 1)n
, |z − 1| > 2

.

Ñïîðåä òîà ãî äîáèâàìå Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) íà îá-
ëàñòà D1 = {z| 1 < |z − 1| < 2} êîj ãëàñè

f (z) = −1

3

[
−

+∞∑
n=1

(−1)n

(z − 1)n
+

+∞∑
n=0

(z − 1)n

2n+1

]
.

Çàäà÷à 1.11. Îïðåäåëè ãî Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) ïî
ñòåïåíèòå íà (z − a) íà äàäåíàòà îáëàñò D, êàäå øòî:

1) f (z) = z3e
1
z , a = 0 è D = {z| 0 < |z| < +∞} ;

2) f (z) = z3 cos
1

z − 2
, a = 2 è D = {z| 0 < |z − 2| < +∞};

3) f (z) =
ez

z (1− z)
, a = 0 è D = {z| 1 < |z| < +∞};

4) f (z) = cos
z

z + 1
, a = −1 è D = {z| 0 < |z + 1| < +∞}.

Ðåøåíèå. 1) �Êå ãî èñêîðèñòèìå ïîçíàòèîò ðàçâîj ez =
+∞∑
n=0

zn

n!
. Òîãàø,

Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) íà îáëàñòà
D = {z| 0 < |z| < +∞} ãëàñè

f (z) = z3e
1
z = z3

+∞∑
n=0

1

n!

(
1

z

)n

= z3 + z2 +
z

2
+

1

6
+

+∞∑
n=4

1

n!zn−3
.

2) �Êå ãî èñêîðèñòèìå ðàçâîjîò cos z =
+∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!
, ïà

cos
1

z − 2
=

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!(z − 2)2n
.
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ÃËÀÂÀ 1. ÐÅÄÎÂÈ ÎÄ ÕÎËÎÌÎÐÔÍÈ ÔÓÍÊÖÈÈ

Îä òîà øòî ðàçâèâàìå ïî ñòåïåíèòå íà (z − 2) è

z3 = ((z − 2) + 2)3 = (z − 2)3 + 6(z − 2)2 + 12 (z − 2) + 8,

äîáèâàìå äåêà Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) íà îáëàñòà
D = {z| 0 < |z − 2| < +∞} ãëàñè

f (z) =
(
(z − 2)3 + 6(z − 2)2 + 12 (z − 2) + 8

) +∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!(z − 2)2n
.

3) Îä òîà øòî ez =
+∞∑
n=0

zn

n!
è çàòîà øòî

1

z (1− z)
=


+∞∑
n=0

zn−1, |z| < 1

−
+∞∑
n=1

1

zn+1
, |z| > 1

,

äîáèâàìå äåêà Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) ïî ñòåïåíèòå
íà z íà îáëàñòàD = {z| 1 < |z| < +∞} ìîæå äà ñå ïðåòñòàâè âî îáëèê

f (z) = −

(
+∞∑
n=0

zn

n!

)(
+∞∑
n=1

1

zn+1

)
.

4) Îä òîà øòî

cos
z

z + 1
= cos

(
z + 1− 1

z + 1

)
= cos

(
1− 1

z + 1

)
=

= cos 1 cos

(
1

z + 1

)
+ sin 1 sin

(
1

z + 1

)
è çàòîà øòî cos z =

+∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!
è sin z =

+∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
, äîáèâàìå

äåêà Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) ïî ñòåïåíèòå íà (z + 1)
íà îáëàñòà D = {z| 0 < |z + 1| < +∞} ãëàñè

f (z) = cos
z

z + 1
= cos

(
z + 1− 1

z + 1

)
= cos

(
1− 1

z + 1

)
=

= cos 1 ·
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!(z + 1)2n
+ sin 1 ·

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!(z + 1)2n+1 .
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1.2. ËÎÐÀÍÎÂ È ÒÅJËÎÐÎÂ ÐÀÇÂÎJ

Çàäà÷à 1.12. Îïðåäåëè ãî Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà

f (z) = ln
z − 2

z + 2
ïî ñòåïåíèòå íà z íà îáëàñòà D = {z| |z| > 2}.

Ðåøåíèå. Ëîðàíîâèòå ðàçâîè íà ôóíêöèèòå

f1 (z) =
1

z + 2
è f2 (z) =

1

z − 2

íà D = {z| |z| > 2} ñå

f1 (z) = −
+∞∑
n=1

(−1)n2n−1

zn
è f2 (z) =

+∞∑
n=1

2n−1

zn
.

Çàðàäè Òåîðåìàòà íà Àáåë çà êîíâåðãåíöèjà, ìîæåìå äà èçâðøèìå ïî÷ëå-
íî èíòåãðèðà»å íà äâàòà ñòåïåíñêè ðåäà. Ñïîðåä òîà,

ln (z + 2) =

∫
dz

2 + z
=

∫ (
1

z
− 2

z2
+

4

z3
− ...

)
dz = ln z+

+∞∑
n=2

(−1)n2n−1

zn−1 (n− 1)

è

ln (z − 2) =

∫
dz

z − 2
=

∫ (
1

z
+

2

z2
+

4

z3
+ ...

)
dz = ln z−

+∞∑
n=2

2n−1

zn−1 (n− 1)

Òîãàø, ñî îäçåìà»å íà ïðâîòî îä âòîðîòî ðàâåíñòâî äîáèâàìå äåêà

ln
z − 2

z + 2
= −

+∞∑
n=2

2n−1

zn−1 (n− 1)
−

+∞∑
n=2

(−1)n2n−1

zn−1 (n− 1)
= −

+∞∑
n=1

22n

z2n−1 (2n− 1)
,

øòî ïðåòñòàâóâà Ëîðàíîâ ðàçâîj çà ôóíêöèjàòà f (z) = ln
z − 2

z + 2
íà

D = {z| |z| > 2}.
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Ãëàâà 2

ÍÓËÈ È ÈÇÎËÈÐÀÍÈ
ÑÈÍÃÓËÀÐÈÒÅÒÈ

2.1 Íóëè íà õîëîìîðôíà ôóíêöèjà

Ñî H (Ω) ãî îçíà÷óâàìå ìíîæåñòâîòî îä ñèòå õîëîìîðôíè ôóíêöèè íà
îáëàñò Ω.

Äåôèíèöèjà 2.1. Àêî f (z) å ôóíêöèjà çà êîjà f (a) = 0, òîãàø z = a
å íóëà íà ôóíêöèjàòà f .

Çà ôóíêöèjà f (z) õîëîìîðôíà âî òî÷êàòà z = a âàæè Òåjëîðîâ ðàç-
âîj

f (z) =

+∞∑
n=0

An(z − a)n,

êàäå øòî An =
f (n) (a)

n!
, çà n = 0, 1, 2....

Äåôèíèöèjà 2.2. Àêî âî ðàçâîjîò íà ôóíêöèjàòà f (z), õîëîìîðôíà
âî òî÷êàòà z = a, âàæè A0 = 0, A1 = 0, ..., Ak−1 = 0, Ak ̸= 0, çà k > 0,
øòî å åêâèâàëåíòíî ñî f (a) = 0, f ′ (a) = 0, ..., f (k−1) (a) = 0, f (k) (a) ̸= 0
çà k > 0, òîãàø çà z = a âåëèìå äåêà å íóëà îä ðåä k çà õîëîìîðôíàòà
ôóíêöèjà f âî òî÷êàòà z = a.

Àêî k = 1 òîãàø âåëèìå äåêà a å ïðîñòà íóëà. Ìíîæåñòâîòî íóëè íà
õîëîìîðôíà ôóíêöèjà f íà îáëàñò Ω (îòâîðåíî è ñâðçàíî ìíîæåñòâî)
ãî îçíà÷óâàìå ñî Z (f,Ω) = Z (f) = {z ∈ Ω| f (z) = 0}.

Òåîðåìà 2.1. Íóëèòå íà õîëîìîôðíà ôóíêöèjà êîjàøòî íå å èäåíòè÷-

êè åäíàêâà íà íóëà ñå èçîëèðàíè.
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2.1. ÍÓËÈ ÍÀ ÕÎËÎÌÎÐÔÍÀ ÔÓÍÊÖÈJÀ

Òåîðåìà 2.2. Íåêà f (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà íà îáëàñò Ω è

Z (f) = {z ∈ Ω| f (z) = 0} å ìíîæåñòâîòî íóëè íà ôóíêöèjàòà íà äà-

äåíàòà îáëàñò. Òîãàø èëè Z (f) íåìà òî÷êà íà íàòðóïóâà»å íà Ω èëè

f (z) = 0, çà ñåêîå z ∈ Ω, îäíîñíî f ≡ 0 íà Ω.

Çàäà÷à 2.1. Íåêà z = a å íóëà îä ðåä k çà õîëîìîðôíàòà ôóíêöèjà f

âî òî÷êàòà z = a. Äîêàæè äåêà k = lim
z→a

(z − a)
f ′ (z)

f (z)
.

Ðåøåíèå. Íåêà z = a å íóëà îä ðåä k çà õîëîìîðôíàòà ôóíêöèjà f âî
òî÷êàòà z = a. Òîãàø A0 = 0, A1 = 0, ..., Ak−1 = 0 è Ak ̸= 0, çà k > 0,
ïà Òåjëîðîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà èìà îáëèê

f (z) = Ak(z − a)k +Ak+1(z − a)k+1 +Ak+2(z − a)k+2 + ... =

= (z − a)k
[
Ak +Ak+1 (z − a) +Ak+2(z − a)2 + ...

]
,

îäíîñíî f (z) = (z − a)kg (z), êàäå øòî

g (z) = Ak +Ak+1 (z − a) +Ak+2(z − a)2 + ....

Ôóíêöèjàòà g (z) å õîëîìîðôíà âî òî÷êàòà z = a è g (a) ̸= 0. Îä

f (z) = (z − a)kg (z) è f ′ (z) = k(z − a)k−1g (z) + (z − a)kg′ (z) ,

äîáèâàìå äåêà

f ′ (z)

f (z)
=
k(z − a)k−1g (z) + (z − a)kg′ (z)

(z − a)kg (z)
=

k

z − a
+
g′ (z)

g (z)
,

îä êàäå ìíîæåj�êè ñî (z − a) äîáèâàìå äåêà

(z − a)
f ′ (z)

f (z)
= k + (z − a)

g′ (z)

g (z)
.

Àêî âî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïîáàðàìå ëèìåñ êîãà z → a, äîáèâàìå

k = lim
z→a

(z − a)
f ′ (z)

f (z)
,

áèäåj�êè lim
z→a

(z − a)
g′ (z)

g (z)
= 0. (ôóíêöèjàòà g å õîëîìîðôíà âî òî÷êàòà

z = a è g (a) ̸= 0)

Çàäà÷à 2.2. Íåêà f (z) è g (z) ñå õîëîìîðôíè ôóíêöèè âî òî÷êàòà z = a
è íåêà âàæè f (a) = g (a) = 0. Äîêàæè äåêà:
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ÃËÀÂÀ 2. ÍÓËÈ È ÈÇÎËÈÐÀÍÈ ÑÈÍÃÓËÀÐÈÒÅÒÈ

1) lim
z→a

f (z)

g (z)
=
f ′ (a)

g′ (a)

2) lim
z→a

f (z)

g (z)
= lim

z→a

(
g′ (a)

f ′ (a)
· f

2 (z)

g2 (z)

)
.

Äîêàç. Íåêà f (z) è g (z) ñå õîëîìîðôíè ôóíêöèè âî òî÷êàòà z = a è
íåêà âàæè f (a) = g (a) = 0.

1) Òîãàø,

lim
z→a

f (z)

g (z)
= lim

z→a

f (z)− f (a)

z − a
g (z)− g (a)

z − a

= lim
z→a

f ′ (z)

g′ (z)
=
f ′ (a)

g′ (a)
.

2) Âàæè è

lim
z→a

f (z)

g (z)
= lim

z→a

g (z)

f (z)

f2 (z)

g2 (z)
= lim

z→a

g (z)− g (a)

z − a
f (z)− f (a)

z − a

f2 (z)

g2 (z)
=

=
g′ (a)

f ′ (a)
lim
z→a

f2 (z)

g2 (z)
.

Çàäà÷à 2.3. Îïðåäåëè ãè íóëèòå è ðåäîò íà íóëèòå íà ôóíêöèjàòà:

1) f (z) = 1− cos z.

2) f (z) =
(
1− z2

)
sin z

3) f (z) = z3 (ez − 1)

4) f (z) =
z(z − 1)2

z2 + 2z − 1

5) f (z) =
sin8 (z)

z5

6) f (z) = (z − 1)2
(
e3z − 1

)3
7) f (z) = ez − e2z

8) f (z) = sinh z

18



2.1. ÍÓËÈ ÍÀ ÕÎËÎÌÎÐÔÍÀ ÔÓÍÊÖÈJÀ

Ðåøåíèå. 1) Ðåøåíèjàòà íà ðàâåíêàòà 1−cos z = 0 ñå íóëèòå íà äàäåíà-
òà ôóíêöèjà. Ñïîðåä òîà, íóëèòå íà äàäåíàòà ôóíêöèjà ñå zm = 2mπ,
m ∈ Z. Çà äà ãî îäðåäèìå ðåäîò íà îâèå íóëè �êå jà èñêîðèñòèìå ïðåò-
õîäíàòà Çàäà÷à 2.1. Îä òîà øòî f ′ (z) = sin z, èìàìå

k = lim
z→2mπ

(z − 2mπ)
sin z

1− cos z
=

= lim
z→2mπ

(z − 2mπ)
sin (z − 2mπ + 2mπ)

1− cos (z − 2mπ + 2mπ)
=

= lim
z→2mπ

(z − 2mπ)
sin (z − 2mπ)

1− cos (z − 2mπ)
=

= lim
z→2mπ

(z − 2mπ)
sin (z − 2mπ)

2sin2
z − 2mπ

2

=

= lim
z→2mπ

(z − 2mπ)2

(z − 2mπ)2

4

· sin (z − 2mπ)

z − 2mπ
·

(z − 2mπ)2

4

2sin2
z − 2mπ

2

=
4

2
= 2,

çà ñåêîå m ∈ Z. Ñïîðåä òîà ñèòå íóëè íà äàäåíàòà ôóíêöèjà ñå íóëè
îä ðåä 2.

2) Ðåøåíèjàòà íà ðàâåíêàòà
(
1− z2

)
sin z = 0 ñå íóëèòå íà äàäåíòà

ôóíêöèjà. Ñïîðåä òîà, ìíîæåñòâîòî íóëè íà ôóíêöèjàòà å
Z (f) = {mπ|m ∈ Z} ∪ {−1, 1}. Îä òîà øòî

lim
z→mπ

(z −mπ)
−2z sin z +

(
1− z2

)
cos z

(1− z2) sin z
=

= lim
z→mπ

(z −mπ)

(
−2z sin z

(1− z2) sin z
+

(
1− z2

)
cos z

(1− z2) sin z

)
=

= lim
z→mπ

(z −mπ)

(
−2z

1− z2
+

cos z

sin z

)
=

= lim
z→mπ

(z −mπ)

(
−2z

1− z2
+

cos (z −mπ +mπ)

sin (z −mπ +mπ)

)
=

= lim
z→mπ

(z −mπ)

(
−2z

1− z2
+

cos (z −mπ) cosmπ − sin (z −mπ) sinmπ

sin (z −mπ) cosmπ + sinmπ cos (z −mπ)

)
=

= lim
z→mπ

(z −mπ)

(
−2z

1− z2
+

cos (z −mπ) cosmπ

sin (z −mπ) cosmπ

)
=
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ÃËÀÂÀ 2. ÍÓËÈ È ÈÇÎËÈÐÀÍÈ ÑÈÍÃÓËÀÐÈÒÅÒÈ

= lim
z→mπ

(z −mπ)

(
−2z

1− z2
+

cos (z −mπ)

sin (z −mπ)

)
=

= lim
z→mπ

(
−2z (z −mπ)

1− z2
+

(z −mπ)

sin (z −mπ)
cos (z −mπ)

)
= 0 + 1 · 1 = 1

çà ñåêîå m ∈ Z, ñëåäóâà äåêà zm = mπ, m ∈ Z ñå íóëè íà ôóíêöèjàòà
îä ðåä 1. Èñòî òàêà, îä òîà øòî

lim
z→1

(z − 1)
−2z sin z +

(
1− z2

)
cos z

(1− z2) sin z
=

= lim
z→1

(
−2z (z − 1) sin z

(1− z2) sin z
+

(z − 1)
(
1− z2

)
cos z

(1− z2) sin z

)
=

= lim
z→1

(
−2z (z − 1)

(1− z2)
+

(z − 1) cos z

sin z

)
=

= lim
z→1

(
−2z (z − 1)

− (z − 1) (1 + z)
+

(z − 1) cos z

sin z

)
=

= lim
z→1

(
−2z

− (1 + z)
+

(z − 1) cos z

sin z

)
=

−2

−2
+ 0 = 1

è

lim
z→−1

(z + 1)
−2z sin z +

(
1− z2

)
cos z

(1− z2) sin z
=

= lim
z→−1

(
−2z (z + 1) sin z

(1− z2) sin z
+

(z + 1)
(
1− z2

)
cos z

(1− z2) sin z

)
=

= lim
z→−1

(
−2z (z + 1)

(1− z2)
+

(z + 1) cos z

sin z

)
=

= lim
z→−1

(
−2z (z + 1)

(z + 1) (1− z)
+

(z + 1) cos z

sin z

)
=

= lim
z→−1

(
−2z

(1− z)
+

(z + 1) cos z

sin z

)
=

2

2
+ 0 = 1

äîáèâàìå äåêà z = −1 è z = 1 ñå íóëè îä ðåä 1. Çíà÷è, ñèòå íóëè íà
ôóíêöèjàòà ñå íóëè îä ðåä 1.

3) Ðåøåíèjàòà íà ðàâåíêàòà f (z) = z3 (ez − 1) ñå íóëèòå íà äàäåíàòà
ôóíêöèjà. Ñïîðåä òîà, ìíîæåñòâîòî íóëè íà ôóíêöèjàòà å
Z (f) = {2mπi|m ∈ Z}. Ïðèòîà zm = 2mπi, m ∈ Z ñå íóëè îä ðåä 4
çà äàäåíàòà ôóíêöèjà.
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2.1. ÍÓËÈ ÍÀ ÕÎËÎÌÎÐÔÍÀ ÔÓÍÊÖÈJÀ

4) Ðåøåíèjà íà ðàâåíêàòà
z(z − 1)2

z2 + 2z − 1
= 0 ñå z = 0 è z = 1, ïà òèå

ñå è íóëè íà äàäåíàòà ôóíêöèjà. Ñïîðåä òîà, ìíîæåñòâîòî íóëè íà
ôóíêöèjàòà å Z (f) = {0, 1}. Îä

lim
z→0

z

(z − 1)
(
z3 + 5z2 − 3z + 1

)
(z2 + 2z − 1)2

z(z − 1)2

z2 + 2z − 1

= lim
z→0

z
z3 + 5z2 − 3z + 1

z(z − 1) (z2 + 2z − 1)
=

= lim
z→0

z3 + 5z2 − 3z + 1

(z − 1) (z2 + 2z − 1)
=

1

(−1) · (−1)
= 1

è

lim
z→1

(z − 1)

(z − 1)
(
z3 + 5z2 − 3z + 1

)
(z2 + 2z − 1)2

z(z − 1)2

z2 + 2z − 1

=

= lim
z→1

(z − 1)2
(
z3 + 5z2 − 3z + 1

) (
z2 + 2z − 1

)
z(z − 1)2(z2 + 2z − 1)2

=

= lim
z→1

z3 + 5z2 − 3z + 1

z (z2 + 2z − 1)
=

4

2
= 2

äîáèâàìå äåêà z = 0 å íóëà îä ðåä 1 çà äàäåíàòà ôóíêöèjà, à z = 1 å
íóëà îä ðåä 2.

5) Ïðâ íà÷èí: Ðåøåíèjà íà ðàâåíêàòà
sin8 (z)

z5
= 0 ñå zm = mπ, m ∈ Z.

Çíà÷è, ìíîæåñòâîòî íóëè íà ôóíêöèjàòà å Z (f) = {mπ|m ∈ Z}. Îä

lim
z→mπ

(z −mπ)

8z5sin7z cos z − 5z4sin8z

z10

sin8z

z5

=

{
8, m ̸= 0
3, m = 0

,

çà m ∈ Z, äîáèâàìå äåêà z = mπ, m ∈ Z\ {0} å íóëà îä ðåä 8 çà
äàäåíàòà ôóíêöèjà, a z = 0 å íóëà îä ðåä 3.
Âòîð íà÷èí: Äî èñòèîò çàêëó÷îê äîà�ãàìå ñî êîðèñòå»å íà Òåjëî-
ðîâèòå ðàçâîè íà ôóíêöèjàòà sin z âî îêîëèíà íà òî÷êàòà a = 0 è
a = mπ, m ∈ Z\ {0}. Âî ñëó÷àj êîãà a = 0, äîáèâàìå

f (z) =
1

z5

(
+∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!

)8

=
1

z5

(
z − z3

3!
+
z5

5!
− ...

)8

=
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=
z8

z5

(
1− z2

3!
+
z4

5!
− ...

)8

= z3g (z) ,

êàäå g (z) =

(
1− z2

3!
+
z4

5!
− ...

)8

è g (0) ̸= 0, ïà z = 0 å íóëà îä ðåä

3.

Âî ñëó÷àj êîãà a = mπ, m ∈ Z\ {0}, èìàìå

f (z) =
1

z5

(
+∞∑
n=0

(−1)n(z −mπ)2n+1

(2n+ 1)!

)8

=

=
1

z5

(
(z −mπ)− (z −mπ)3

3!
+

(z −mπ)5

5!
− ...

)8

=

= (z −mπ)8 · 1
z5

(
1− (z −mπ)2

3!
+

(z −mπ)4

5!
− ...

)8

= (z −mπ)8g (z)

êàäå g (z) =
1

z5

(
1− (z −mπ)2

3!
+

(z −mπ)4

5!
− ...

)8

è g (mπ) ̸= 0, ïà

íàâèñòèíà z = mπ, m ∈ Z\ {0} å íóëà îä ðåä 8.

6) Ñå îñòàâà êàêî âåæáà íà ÷èòàòåëîò.

7) Ðàâåíêàòà ez − e2z = 0 �êå jà çàïèøåìå âî îáëèê ez (1− ez) = 0.
Ðàâåíêàòà ez = 0 íåìà ðåøåíèå, äîäåêà ïàê ðåøåíèjàòà íà ðàâåíêàòà
1 − ez = 0 ñå zm = 2mπi, m ∈ Z. Ñïîðåä òîà, ìíîæåñòâîòî íóëè íà
ôóíêöèjàòà å Z (f) = {2mπi|m ∈ Z}. Îä

lim
z→2mπi

(z − 2mπi)
ez − 2e2z

ez − e2z
= lim

z→2mπi
(z − 2mπi)

ez (1− 2ez)

ez (1− ez)
=

= lim
z→2mπi

(z − 2mπi) (1− 2ez)

1− ez
Ë.Ï.
=

= lim
z→2mπi

1− 2ez + (z − 2mπi) (−2ez)

−ez
= 1

äîáèâàìå äåêà ðåäîò íà íóëèòå å 1.

8) �Êå ãî èñêîðèñòèìå èäåíòèòåòîò sinh z =
ez − e−z

2
. Òîãàø, ðåøåíèåòî

íà ðàâåíêàòà sinh z = 0 å ðåøåíèå íà ðàâåíêàòà e2z − 1 = 0. Êîðè-
ñòåj�êè ãî ïðåòõîäíî ïîêàæàíîòî âî 7), äîáèâàìå äåêà ðåøåíèjà íà
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ðàâåíêàòà ñå zm = mπi, m ∈ Z. Ñïîðåä òîà, ìíîæåñòâîòî íóëè íà
ôóíêöèjàòà å Z (f) = {mπi|m ∈ Z}. Ðåäîò íà íóëèòå å 1.

Çàäà÷à 2.4. Íåêà f (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà âî òî÷êàòà z = a è
òî÷êàòà z = a å íóëà îä ðåä k. Ïîêàæè äåêà òî÷êàòà z = a å íóëà îä
ðåä (k − 1) çà ôóíêöèjàòà f ′ (z).

Ðåøåíèå. Íåêà f (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà âî òî÷êàòà z = a è òî÷êàòà
z = a å íóëà îä ðåä k. Òîãàø,

f (z) =

+∞∑
n=0

An(z − a)n = A0 +A1 (z − a) +A2(z − a)2 + ...,

A0 = 0, A1 = 0, ..., Ak−1 = 0, Ak ̸= 0, çà k > 0, øòî å åêâèâàëåíòíî ñî
f (a) = 0, f ′ (a) = 0, ..., f (k−1) (a) = 0, f (k) (a) ̸= 0 çà k > 0. Ñïîðåä òîà,
f ′ (z) = A1 +A2 (z − a) +A3(z − a)2 + ... è A1 = 0, ..., Ak−1 = 0, Ak ̸= 0,
çà k > 0, îäíîñíî z = a å íóëà îä ðåä (k − 1) çà ôóíêöèjàòà f ′ (z).

Çàäà÷à 2.5. Íåêà òî÷êàòà z = a å íóëà îä ðåä n çà ôóíêöèjàòà f è
íóëà îä ðåä m çà ôóíêöèjàòà g. Ïðîâåðè äàëè å íóëà, è îäðåäè ãî ðåäîò
íà íóëàòà z = a, çà ôóíêöèèòå:

1) f + g

2) f · g

3)
f

g

Ðåøåíèå. Îä óñëîâèòå íà çàäà÷àòà, f è g ìîæàò äà ñå ïðåòñòàâàò âî
îáëèê

f (z) = (z − a)nf1 (z) è g (z) = (z − a)mg1 (z) ,

êàäå f1 è g1 ñå õîëîìîðôíè ôóíêöèè âî z = a è f1 (a) ̸= 0, g1 (a) ̸= 0.

1) Íåêà p = min {m,n}. Òîãàø èìàìå äåêà

f (z) + g (z) = (z − a)p
[
(z − a)n−pf1 (z) + (z − a)m−pg1 (z)

]
,

îä êàäå äîáèâàìå äåêà z = a å íóëà îä ðåä p, àêî n ̸= m.

Âî ñëó÷àj êîãà n = m, íóëàòà z = a ìîæå äà å îä ïîâèñîê ðåä.

2) Âî îâîj ñëó÷àj äîáèâàìå äåêà

f (z) g (z) = (z − a)n+mf1 (z) g1 (z) ,

îäíîñíî z = a å íóëà îä ðåä n+m.

23



ÃËÀÂÀ 2. ÍÓËÈ È ÈÇÎËÈÐÀÍÈ ÑÈÍÃÓËÀÐÈÒÅÒÈ

3) Çàðàäè òîà øòî
f (z)

g (z)
= (z − a)n−m f1 (z)

g1 (z)
,

äîáèâàìå äåêà z = a å íóëà îä ðåä n −m, àêî n > m. Àêî, n ≤ m
òîãàø z = a íå å íóëà íà ôóíêöèjàòà.

Çàäà÷à 2.6. Íåêà f è g ñå õîëîìîðôíè ôóíêöèè íà îáëàñòà Ω è íåêà
fg ≡ 0 íà Ω. Ïîêàæè äåêà f ≡ 0 èëè g ≡ 0 íà Ω.

Ðåøåíèå. Íåêà f è g ñå õîëîìîðôíè ôóíêöèè íà îáëàñòà Ω è íåêà
fg ≡ 0 íà Ω. Äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà f è g íå ñå èäåíòè÷êè åäíàêâè
íà íóëà íà Ω. Òîãàø ïîñòîè z0 ∈ Ω òàêà øòî f (z0) ̸= 0 è z1 ∈ Ω òàêà
øòî g (z1) ̸= 0. Áèäåj�êè f å õîëîìîðôíà íà Ω, òàà å è íåïðåêèíàòà íà
Ω. Çíà÷è, ïîñòîè îêîëèíà U íà òî÷êàòà z0, Uε = {z| |z − z0| < ε} òàêà
øòî f (z) ̸= 0 çà ñåêîå z ∈ Uε. Îä fg ≡ 0 íà Ω, äîáèâàìå äåêà fg ≡ 0
íà Uε. Îä fg ≡ 0 íà Uε è f (z) ̸= 0 çà ñåêîå z ∈ Uε, ñëåäóâà äåêà g ≡ 0
íà Uε. Çíà÷è ìíîæåñòâîòî íóëè Z (g) ⊆ Ω íà ôóíêöèjàòà g èìà òî÷êà
íà íàòðóïóâà»å âî Ω, ïà g ≡ 0 íà Ω. Íî, îâà ïðîòèâðå÷è íà ïî÷åòíàòà
ïðåòïîñòàâêà äåêà ïîñòîè z1 ∈ Ω òàêà øòî g (z1) ̸= 0. Çàêëó÷óâàìå äåêà
f ≡ 0 èëè g ≡ 0 íà Ω.

Çàäà÷à 2.7. Èñïèòàj äàëè ïîñòîè ôóíêöèjà f (z) êîjàøòî å õîëîìîðôíà
íà åäèíå÷íèîò êðóã D = {z| |z| < 1} è çà êîjà âàæè:

1) f

(
1

n

)
=

1

2n+ 1
çà ñåêîå n ∈ N;

2) f

(
1

n

)
=

1

n
cos (nπ) çà ñåêîå n ∈ N.

Ðåøåíèå. 1) Äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà ïîñòîè òàêâà ôóíêöèjà f (z),
f ∈ H (D). Äàäåíèîò óñëîâ íà ôóíêöèjàòà ìîæå äà ñå çàïèøå âî
îáëèê

f

(
1

n

)
=

1

n

(
2 +

1

n

) =

1

n

2 +
1

n

,

çà ñåêîå n ∈ N. Äåôèíèðàìå ôóíêöèjà F (z) = f (z)− z

2 + z
. Áèäåj�êè

f ∈ H (D) è z+2 ̸= 0 çà ñåêîå z ∈ D, èìàìå äåêà F ∈ H (D). Ïðèòîà,

F

(
1

n

)
= f

(
1

n

)
−

1

n

2 +
1

n

= 0,
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îäíîñíî F

(
1

n

)
= 0 çà ñåêîå n ∈ N. Çíà÷è, åëåìåíòèòå íà ìíîæå-

ñòâîòî A =

{
1

n

∣∣∣∣n ∈ N
}
ñå íóëè íà ôóíêöèjàòà F , ïà A ⊆ Z (F ). Îä

lim
n→∞

1

n
= 0, äîáèâàìå äåêà ìíîæåñòâîòî íóëè Z (F ) èìà òî÷êà íà

íàòðóïóâà»å íà D. Ñïîðåä òîà, F (z) = 0 çà ñåêîå z ∈ D, îäíîñíî

f (z) =
z

2 + z
çà ñåêîå z ∈ D å áàðàíàòà ôóíêöèjà.

2) Äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà ïîñòîè òàêâà ôóíêöèjà f (z), f ∈ H (D). Äà-
äåíèîò óñëîâ íà ôóíêöèjàòà ìîæå äà ñå çàïèøå âî îáëèê

f

(
1

n

)
=

(−1)n

n
, çà ñåêîå n ∈ N, îäíîñíî

f

(
1

n

)
=

{
1
n , n ïàðåí áðîj
− 1

n , n íåïàðåí áðîj
.

Çà n ïàðåí áðîj, îäíîñíî n = 2k, k ∈ N, jà ðàçãëåäóâàìå ôóíêöèjàòà
F (z) = f (z)− z, z ∈ D. Òîãàø,

F

(
1

2k

)
= f

(
1

2k

)
− 1

2k
=

1

2k
− 1

2k
= 0,

îäíîñíî F

(
1

2k

)
= 0 çà ñåêîå k ∈ N. Çíà÷è, åëåìåíòèòå íà ìíîæå-

ñòâîòî A1 =

{
1

2k

∣∣∣∣ k ∈ N
}
ñå íóëè íà ôóíêöèjàòà F , ïà A1 ⊆ Z (F ).

Îä lim
k→∞

1

2k
= 0, äîáèâàìå äåêà ìíîæåñòâîòî íóëè íà F (z) èìà òî÷-

êà íà íàòðóïóâà»å, a F ∈ H (D), êàêî ðàçëèêà íà äâå õîëîìîðô-
íè ôóíêöèè. Çàêëó÷óâàìå äåêà F (z) = 0 çà ñåêîå z ∈ D, îäíîñíî
f (z) = z çà ñåêîå z ∈ D.

Çà n íåïàðåí áðîj, îäíîñíî n = 2k+1, k ∈ N, jà ðàçãëåäóâàìå ôóíê-
öèjàòà G (z) = f (z) + z, z ∈ D. Òîãàø,

G

(
1

2k + 1

)
= f

(
1

2k + 1

)
+

1

2k + 1
= − 1

2k + 1
+

1

2k + 1
= 0,

îäíîñíî G

(
1

2k + 1

)
= 0 çà ñåêîå k ∈ N. Çíà÷è, åëåìåíòèòå íà

ìíîæåñòâîòî A2 =

{
1

2k + 1

∣∣∣∣ k ∈ N
}

ñå íóëè íà ôóíêöèjàòà G, ïà

A2 ⊆ Z (G). Îä lim
k→∞

1

2k + 1
= 0, äîáèâàìå äåêà ìíîæåñòâîòî íóëè
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íà G (z) èìà òî÷êà íà íàòðóïóâà»å, a G ∈ H (D). Çàêëó÷óâàìå äåêà
G (z) = 0 çà ñåêîå z ∈ D, îäíîñíî f (z) = −z çà ñåêîå z ∈ D. Äîáèâà-
ìå äåêà, îä åäíà ñòðàíà f (z) = z çà ñåêîå z ∈ D, à îä äðóãà ñòðàíà
f (z) = −z çà ñåêîå z ∈ D, îäíîñíî −z = z çà ñåêîå z ∈ D, øòî å
íåâîçìîæíî. Çíà÷è áàðàíàòà ôóíêöèjà íå ïîñòîè.

Çàäà÷à 2.8. Îïðåäåëè ãè ñèòå õîëîìîðôíè ôóíêöèè f (z) íà îáëàñòà

D = {z| |z − 1| < 1} çà êîè âàæè f
(

n

n+ 1

)
= 1− 1

2n2 + 2n+ 1
çà ñåêîå

n ∈ N.

Ðåøåíèå. Äà ïðåòïîñòàâèìå äåêà ïîñòîè òàêâà ôóíêöèjà f (z),
f ∈ H (D). Äàäåíèîò óñëîâ íà ôóíêöèjàòà ìîæå äà ñå çàïèøå âî îá-
ëèê

f

(
n

n+ 1

)
= 1− 1

2n2 + 2n+ 1
=

2n2 + 2n

n2 + n2 + 2n+ 1
=

=
2n (n+ 1)

n2 + (n+ 1)2
=

2
n

n+ 1(
n

n+ 1

)2

+ 1

,

çà ñåêîå n ∈ N. Äåôèíèðàìå ôóíêöèjà F (z) = f (z) − 2z

z2 + 1
. Îä òîà

øòî f ∈ H (D), z2+1 ̸= 0 çà ñåêîå z ∈ D, èìàìå äåêà F ∈ H (D). Ïðèòîà,

F

(
n

n+ 1

)
= f

(
n

n+ 1

)
−

2
n

n+ 1(
n

n+ 1

)2

+ 1

= 0,

îäíîñíî F

(
n

n+ 1

)
= 0 çà ñåêîå n ∈ N. Çíà÷è, åëåìåíòèòå íà ìíîæå-

ñòâîòî A =

{
n

n+ 1

∣∣∣∣n ∈ N
}
ñå íóëè íà ôóíêöèjàòà F , ïà A ⊆ Z (F ).

Îä lim
n→∞

n

n+ 1
= 1, äîáèâàìå äåêà ìíîæåñòâîòî íóëè Z (F ) èìà òî÷êà

íà íàòðóïóâà»å íà D. Ñïîðåä òîà, F (z) = 0 çà ñåêîå z ∈ D, îäíîñíî

f (z) =
2z

z2 + 1
çà ñåêîå z ∈ D å áàðàíàòà ôóíêöèjà.

Çàäà÷à 2.9. Íàjäè õîëîìîðôíà ôóíêöèjà f (z) íà îáëàñòà
D = {z| |z| < R} çà êîjà âàæè f (2z) = f (3z) çà ñåêîå z ∈ D è f (0) = 1.

Ðåøåíèå. Âîâåäóâàìå ñìåíà 3z = w. Òîãàø z =
w

3
è f (w) = f

(
2

3
w

)
.
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Îçíà÷óâàìå

f (w) = f

(
2

3
w

)
︸ ︷︷ ︸

(∗)

.

Êîíñòðóèðàìå íèçà {wn}, n ∈ N íà ñëåäíèîò íà÷èí:
Íåêà w1 = r < R, R > 0. Òîãàø

f (r) = f

(
2

3
r

)
.

Íåêà w2 =
2

3
w1. Èìàìå äåêà w2 < w1 è f (w2) = f

(
2

3
w1

)
(∗)
= f (w1).

Ñëè÷íî, àêî w3 =
2

3
w2, äîáèâàìå äåêà

w3 < w2 < w1 è f (w3) = f

(
2

3
w2

)
= f (w2) ,

îäíîñíî f (w3) = f (w2) = f (w1). Ñî ïðîäîëæóâà»å íà ïîñòàïêàòà jà

êîíñòðóèðàìå íèçàòà {wn}, n ∈ N, wn = r

(
2

3

)n−1

, n ∈ N è 0 < r < R,

÷èè ÷ëåíîâè ïðèïà�ãààò íà äàäåíàòà îáëàñò D è çà êîjàøòî å èñïîëíåòî
wn < wn−1 < ... < w2 < w1, wn > 0 çà ñåêîå n ∈ N è

f (wn) = f (wn−1) = ... = f (w2) = f (w1) .

Íåêà f (w1) = c, çà íåêîj ïðîèçâîëíî èçáðàí áðîj c. Îä f (wn) = f (w1)
çà ñåêîå n ∈ N, äîáèâàìå äåêà f (wn) = c çà ñåêîå n ∈ N. Äåôèíè-
ðàìå ôóíêöèjà F (w) = f (w) − c. Îä òîà øòî f ∈ H (D), èìàìå äåêà
F ∈ H (D). Ïðèòîà,

F (wn) = f (wn)− c = 0,

îäíîñíî F (wn) = 0 çà ñåêîå n ∈ N. Çíà÷è, åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâî-
òî A = {wn|n ∈ N} ñå íóëè íà ôóíêöèjàòà F , ïà A ⊆ Z (F ). Áèäåj�êè
lim
n→∞

wn = 0, äîáèâàìå äåêà ìíîæåñòâîòî íóëè Z (F ) èìà òî÷êà íà íà-

òðóïóâà»å íà D. Ñïîðåä òîà, F (w) = 0 çà ñåêîå w ∈ D, îäíîñíî
f (w) = c çà ñåêîå w ∈ D. Îä óñëîâîò íà çàäà÷àòà äåêà f (0) = 1,
äîáèâàìå c = 1, îäíîñíî f (w) = 1 å áàðàíàòà ôóíêöèjà.

Çàäà÷à 2.10. Îïðåäåëè ãè ñèòå öåëè ôóíêöèè f (z) òàêà øòî
f (z) = f (sin z) çà ñåêîå z ∈ C.
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Ðåøåíèå. Îçíà÷óâàìå f (z) = f (sin z)︸ ︷︷ ︸
(∗)

.

Êîíñòðóèðàìå íèçà {zn}, n ∈ N íà ñëåäíèîò íà÷èí:
Íåêà z1 = 1. Òîãàø

f (1) = f (sin 1) .

Ñåãà, íåêà z2 = sin z1 = sin 1. Îä òîà øòî âàæè íåðàâåíñòâîòî sinx < x,

çà ñåêîå x ∈
[
0,
π

2

]
è 0 < 1 <

π

2
, ñëåäóâà äåêà z2 = sin z1 = sin 1 < 1 = z1,

îäíîñíî z2 < z1. Ïðèòîà âàæè,

f (z2) = f (sin 1)
(∗)
= f (1) = f (z1) ,

îäíîñíî f (z2) = f (z1). Çíà÷è z2 < z1 è f (z2) = f (z1). Jà ïðîäîëæóâàìå

ïîñòàïêàòà, ñòàâàj�êè z3 = sin z2. Îä z2 = sin 1 < 1 <
π

2
, äîáèâàìå äåêà

sin z2 < z2, îäíîñíî z3 = sin z2 < z2, îäíîñíî z3 < z2 < z1. Èñòî òàêà
âàæè äåêà

f (z3) = f (sin z2)
(∗)
= f (z2) ,

îäíîñíî f (z3) = f (z2) = f (z1). Ñî ïðîäîëæóâà»å íà ïîñòàïêàòà, íà
ñëè÷åí íà÷èí ãè êîíñòðóèðàìå îñòàíàòèòå ÷ëåíîâè íà íèçàòà {zn},
n ∈ N. Çà íåà å èñïîëíåòî zn < zn−1 < ... < z2 < z1, zn > 0 çà ñå-
êîå n ∈ N è

f (zn) = f (zn−1) = ... = f (z2) = f (z1) .

Çàáåëåæóâàìå äåêà íèçàòà {zn}, n ∈ N, å ìîíîòîíî îïà�ãà÷êà è îãðàíè-
÷åíà (îä äîëó ñî 0 è îä ãîðå ñî 1), îäíîñíî êîíñòðóèðàâìå êîíâåðãåíòíà
íèçà. Çíà÷è âàêà êîíñòðóèðàíàòà íèçà èìà ãðàíè÷íà âðåäíîñò, îäíîñíî
òî÷êà íà íàòðóïóâà»å íà C. Íåêà f (z1) = c, çà c ïðîèçâîëåí áðîj. Îä
òîà øòî f (zn) = f (zn−1) = ... = f (z1), äîáèâàìå äåêà f (zn) = f (z1) = c
çà ñåêîå n ∈ N. Äåôèíèðàìå ôóíêöèjà F (z) = f (z) − c. Îä f ∈ H (C),
èìàìå äåêà F ∈ H (C). Ïðèòîà,

F (zn) = f (zn)− c = 0,

îäíîñíî F (zn) = 0 çà ñåêîå n ∈ N. Çíà÷è, åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâî-
òî A = {zn|n ∈ N} ñå íóëè íà ôóíêöèjàòà F , ïà A ⊆ Z (F ) è îä òîà
øòî ïîñòîè lim

n→∞
zn, äîáèâàìå äåêà ìíîæåñòâîòî íóëè Z (F ) èìà òî÷êà

íà íàòðóïóâà»å íà C. Ñïîðåä òîà, F (z) = 0 çà ñåêîå z ∈ C, îäíîñíî
f (z) = c çà ñåêîå z ∈ C å áàðàíàòà ôóíêöèjà.
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2.2 Èçîëèðàíè ñèíãóëàðèòåòè

Çà õîëîìîðôíà ôóíêöèjà f (z) íà îáëàñò D = {z| 0 < |z − a| < R},
ðàçëèêóâàìå òðè âèäà íà èçîëèðàíè ñèíãóëàðèòåòè è òîà:

1) àêî lim
z→a

f (z) = A < ∞, òîãàø z = a ñå íàðåêóâà îòñòðàíëèâ ñèíãó-

ëàðèòåò;

2) àêî lim
z→a

f (z) = ∞, òîãàø z = a ñå íàðåêóâà ïîë;

3) àêî lim
z→a

f (z) íå ïîñòîè, òîãàø z = a ñå íàðåêóâà åñåíöèjàëåí (ñóø-

òèíñêè) ñèíãóëàðèòåò.

Òåîðåìà 2.3. Íåêà z = a å ñèíãóëàðèòåò çà ôóíêöèjàòà f (z) è

f (z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − a)n å Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà íà îáëà-

ñòà D = {z| 0 < |z − a| < R}. Òîãàø:

1) f (z) èìà îòñòðàíëèâ ñèíãóëàðèòåò âî òî÷êàòà z = a àêî è ñàìî

àêî cn = 0 çà ñåêîå n ≤ −1, n ∈ Z;

2) f (z) èìà ïîë âî òî÷êàòà z = a àêî è ñàìî àêî ïîñòîè n0 ∈ Z,
n0 < 0 òàêà øòî cn0 ̸= 0 è cn = 0 çà ñåêîå n < n0, n ∈ Z;

3) f (z) èìà åñåíöèjàëåí ñèíãóëàðèòåò âî òî÷êàòà z = a àêî è ñà-

ìî àêî ãëàâíèîò äåë íà Ëîðàíîâèîò ðàçâîj èìà áåñêîíå÷íî ìíîãó

÷ëåíîâè.

Çàäà÷à 2.11. Äîêàæè äåêà òî÷êàòà z = a å îòñòðàíëèâ ñèíãóëàðèòåò
çà ôóíêöèjàòà f (z) êàäå øòî:

1) f (z) =
z2 − 1

z − 1
è a = 1;

2) f (z) =
sin z

z
è a = 0;

3) f (z) =
1− cos z

z2
è a = 0;

4) f (z) = ctgz − 1

z
è a = 0.

Ðåøåíèå. �Êå ïîêàæåìå äåêà ãðàíè÷íèòå âðåäíîñòè lim
z→a

f (z) ïîñòîjàò è
ñå êîíå÷íè.

1) lim
z→1

f (z) = lim
z→1

z2 − 1

z − 1
= lim

z→1

(z + 1)

1
= 2.
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2) lim
z→0

f (z) = lim
z→0

sin z

z
= 1.

3) lim
z→0

f (z) = lim
z→0

1− cos z

z2
= lim

z→0

2sin2
z

2
z2

= lim
z→0

2sin2
z

2

4
z2

4

=
1

2
.

4) lim
z→0

(
ctgz − 1

z

)
= lim

z→0

(
cos z

sin z
− 1

z

)
= lim

z→0

z cos z − sin z

z sin z
= 0.

Çàäà÷à 2.12. Äîêàæè äåêà òî÷êàòà z = a å ïîë çà ôóíêöèjàòà f (z)
êàäå øòî:

1) f (z) =
1

z
è a = 0;

2) f (z) =
1

(z2 + 1)2
è a = i;

3) f (z) =
z

1− cos z
è a = 0;

4) f (z) =
z

ez + 1
è a = πi.

Äîêàç. �Êå ïîêàæåìå äåêà å èñïîëíåòî lim
z→a

f (z) = ∞.

1) lim
z→0

f (z) = lim
z→0

1

z
= ∞.

2) lim
z→i

f (z) = lim
z→i

1

(z2 + 1)2
= lim

z→i

1

(z − i)2(z + i)2
= ∞.

3) lim
z→0

f (z) = lim
z→0

z

1− cos z
= lim

z→0

z

1−
(
1− z2

2!
+
z4

4!
− ...

) =

= lim
z→0

1

z

2!
− z3

4!
+
z5

6!
− ...

= ∞.

4) lim
z→πi

f (z) = lim
z→πi

z

ez + 1
= lim

z→πi

z

ez−πi (eπi + eπi−z)
=

= lim
z→πi

z

−ez (eπi + eπi−z)
= lim

z→πi

z

1− eπi+z
= ∞.

Çàäà÷à 2.13. Íåêà f (z) è g (z) ñå õîëîìîðôíè ôóíêöèè âî òî÷êàòà
z = a è f (a) = g (a) = 0. Äîêàæè äåêà òî÷êàòà z = a å èçîëèðàí

ñèíãóëàðèòåò çà ôóíêöèjàòà F (z) =
f (z)

g (z)
è äåêà òîj ñèíãóëàðèòåò íå

ìîæå äà å åñåíöèjàëåí.
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Äîêàç. Íåêà âàæàò óñëîâèòå íà çàäà÷àòà. Òîãàø èìàìå äåêà z = a å
íóëà íà ôóíêöèèòå f (z) è g (z), ïà ïîñòîjàò ïðèðîäíè áðîåâè n, p ∈ N
òàêà øòî f (z) = (z − a)nf1 (z) è g (z) = (z − a)pg1 (z), êàäå f1 (a) ̸= 0,
g1 (a) ̸= 0 è f1, g1 ∈ H (Dε (a)). Ñïîðåä òîà, çà ôóíêöèjàòà F (z) äîáèâàìå

F (z) =
(z − a)nf1 (z)

(z − a)pg1 (z)
= (z − a)n−p f1 (z)

g1 (z)
.

Òîãàø,

lim
z→a

F (z) = lim
z→a

[
(z − a)n−p f1 (z)

g1 (z)

]
=


0, n > p

f1 (a)

g1 (a)
, n = p

∞, n < p

,

øòî çíà÷è äåêà z = a å èçîëèðàí ñèíãóëàðèòåò çà ôóíêöèjàòà F (z), è
ïðèòîà òîj å îòñòðàíëèâ âî ñëó÷àj êîãà n ≥ p, à å ïîë âî ñëó÷àj êîãà
n < p.

Çàäà÷à 2.14. Äîêàæè äåêà z = ∞ å åñåíöèjàëåí ñèíãóëàðèòåò çà ôóíê-
öèjàòà f (z) = sin z.

Ðåøåíèå. Àêî ïîñòîjàò äâå íèçè {z′n} è {z′′n} òàêà øòî
lim
n→∞

z′n = lim
n→∞

z′′n = a è lim
n→∞

f (z′n) = A, lim
n→∞

f (z′′n) = B, A ̸= B,

òîãàø òî÷êàòà z = a å åñåíöèjàëåí ñèíãóëàðèòåò çà ôóíêöèjàòà f (z).

Äà ãè ðàçãëåäàìå íèçèòå z′n =
3π

2
+2nπ è z′′n = 2nπ. Òîãàø å èñïîëíåòî

lim
n→∞

z′n = lim
n→∞

(
3π

2
+ 2nπ

)
= ∞ è lim

n→∞
z′′n = lim

n→∞
2nπ = ∞,

à îä äðóãà ñòðàíà âàæè

lim
n→∞

f
(
z′n
)
= lim

n→∞
sin

(
3π

2
+ 2nπ

)
= −1 è

lim
n→∞

f
(
z′′n
)
= lim

n→∞
sin 2nπ = 0.

Íî, −1 = lim
n→∞

f (z′n) ̸= lim
n→∞

f (z′′n) = 0, ïà äîáèâàìå äåêà z = ∞ å

åñåíöèjàëåí ñèíãóëàðèòåò.

Çàäà÷à 2.15. Äîêàæè äåêà z = a å åñåíöèjàëåí ñèíãóëàðèòåò çà ôóíê-
öèjàòà f (z) êàäå:

1) f (z) = ez è a = ∞
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2) f (z) = e−z2 è a = ∞

3) f (z) = sin
π

z2
è a = 0

4) f (z) =
cos z

z − 1
è a = 1.

Ðåøåíèå. 1) Äà ãè ðàçãëåäàìå íèçèòå

z′n = i (π + 2nπ) è z′′n = i
(π
2
+ 2nπ

)
.

Òîãàø å èñïîëíåòî

lim
n→∞

z′n = lim
n→∞

i (π + 2nπ) = ∞ è lim
n→∞

z′′n = i
(π
2
+ 2nπ

)
= ∞.

Îä äðóãà ñòðàíà âàæè

lim
n→∞

f
(
z′n
)
= lim

n→∞
ei(π+2nπ) = −1 è

= lim
n→∞

f
(
z′′n
)
= lim

n→∞
e
i

(π
2
+2nπ

)
= i.

Ïà, îä −1 = lim
n→∞

f (z′n) ̸= lim
n→∞

f (z′′n) = i, äîáèâàìå äåêà z = ∞ å

åñåíöèjàëåí ñèíãóëàðèòåò.

2) Íåêà z′n = n è z′′n = in. Òîãàø å jàñíî äåêà lim z′n
n→∞

= lim
n→∞

z′′n = ∞
è ïðèòîà å èñïîëíåòî

lim
n→∞

f
(
z′n
)
= lim

n→∞
e−n2

= 0 è lim
n→∞

f
(
z′′n
)
= lim

n→∞
en

2
= ∞,

øòî çíà÷è äåêà z = ∞ å åñåíöèjàëåí ñèíãóëàðèòåò.

3) Íåêà z′n =
1√
2n

è z′′n =
1√

4n+ 1

2

. Òîãàø, lim z′n
n→∞

= lim
n→∞

z′′n = 0,

lim
n→∞

f
(
z′n
)
= lim

n→∞
sin

 π(
1√
2n

)2

 = lim
n→∞

sin (2nπ) = 0

è
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lim
n→∞

f (z′′n) = lim
n→∞

sin


π 1√

4n+ 1

2


2


=

= lim
n→∞

sin
(
(4n+ 1)

π

2

)
= 1,

øòî çíà÷è äåêà z = 0 å åñåíöèjàëåí ñèíãóëàðèòåò.

4) Ñå îñòàâà íà ÷èòàòåëîò çà âåæáà äà óòâðäè äàëè ñî ïîìîø íà íèçèòå

ñî îïøòè ÷ëåíîâè z′n = 1 +
1

n
è z′′n = 1− 1

n
, ñîîäâåòíî, ìîæå äà ñå

äîjäå äî ñîîäâåòíèîò çàêëó÷îê.

Çàäà÷à 2.16. Îïðåäåëè ãè ñèíãóëàðèòåòèòå çà ôóíêöèjàòà è èñïèòàj
jà íèâíàòà ïðèðîäà:

1) f (z) =
z

sin z

2) f (z) =
1− cos z

sin2z

3) f (z) = z
(
e

1
z − 1

)
.

Ðåøåíèå. 1) Ðåøåíèjàòà íà ðàâåíêàòà sin z = 0 ñå zk = kπ, k ∈ Z,
ïà òèå ñå è èçîëèðàíèòå ñèíãóëàðèòåòè íà äàäåíàòà ôóíêöèjà. Áè-

äåj�êè lim
z→0

z

sin z
= 1, ñëåäóâà äåêà z = 0 îòñòðàíëèâ ñèíãóëàðèòåò,

à îä lim
z→kπ

z

sin z
= ∞, çà ñåêîå k ∈ Z\ {0}, äîáèâàìå äåêà zk = kπ,

k ∈ Z\ {0} ñå ïîëîâè íà ôóíêöèjàòà.

2) Äàäåíàòà ôóíêöèjà ìîæå äà jà òðàíñôîðìèðàìå âî îáëèê

f (z) =
1− cos z

sin2z
=

2sin2
z

2

4sin2
z

2
cos2

z

2

=
1

2cos2
z

2

,

èëè

f (z) =
1− cos z

sin2z
=

1− cos z

(1− cos z) (1 + cos z)
=

1

1 + cos z
,
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ïà äîáèâàìå äåêà èçîëèðàíèòå ñèíãóëàðèòåòè ñå ðåøåíèjàòà íà ðà-

âåíêàòà cos
z

2
= 0, à òîà ñå zk = (2k + 1)π, k ∈ Z. Ïðèòîà, îä òîà

øòî lim
z→(2k+1)π

f (z) = ∞, ñëåäóâà äåêà ñèòå zk = (2k + 1)π, k ∈ Z ñå

ïîëîâè.

3) �Êå jà èñêîðèñòèìå Òåîðåìà 2.3. Çà Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà äàäåíàòà
ôóíêöèjà âî òî÷êàòà a = 0 èìàìå

f (z) = z

(
+∞∑
n=0

1

n!

(
1

z

)n

− 1

)
= z

(
1 +

1

1!

1

z
+

1

2!

1

z2
+

1

3!

1

z3
+ ...− 1

)
=

= z

(
1

1!

1

z
+

1

2!

1

z2
+

1

3!

1

z3
+ ...

)
= 1 +

1

2!

1

z
+

1

3!

1

z2
+ ...,

øòî çíà÷è äåêà ãëàâíèîò äåë íà Ëîðàíîâèîò ðàçâîj èìà áåñêîíå÷íî
ìíîãó ÷ëåíîâè, îäíîñíî z = 0 å åñåíöèjàëåí ñèíãóëàðèòåò çà äàäåíà-
òà ôóíêöèjà.

Çàäà÷à 2.17. Íåêà f (z) å õîëîìîðôíà è îãðàíè÷åíà ôóíêöèjà íà îáëà-
ñòà D = {z| 0 < |z − a| < R}. Äîêàæè äåêà òî÷êàòà z = a å îòñòðàíëèâ
ñèíãóëàðèòåò çà ôóíêöèjàòà f (z).

Ðåøåíèå. Íåêà âàæàò óñëîâèòå íà çàäà÷àòà. Äåôèíèðàìå ôóíêöèjà
h (z) = (z − a)2f (z). Îä òîà øòî f ïðèïà�ãà íà H (D), ñëåäóâà äåêà è
h ∈ H (D). Èñòî òàêà å èñïîëíåòî äåêà h (a) = 0. Ïðèòîà,

lim
z→a

∣∣∣∣h (z)− h (a)

z − a

∣∣∣∣ = lim
z→a

∣∣∣∣∣(z − a)2f (z)− 0

z − a

∣∣∣∣∣ = lim
z→a

|(z − a) f (z)| .

Áèäåj�êè ôóíêöèjàòà f å îãðàíè÷åíà íà D, ñëåäóâà äåêà ïîñòîè ðåàëåí
áðîj M > 0 òàêà øòî çà ñåêîå z ∈ D, |f (z)| ≤M , ïà

0 ≤ lim
z→a

∣∣∣∣h (z)− h (a)

z − a

∣∣∣∣ = lim
z→a

|(z − a) f (z)| =

= lim
z→a

|(z − a)| |f (z)| ≤M lim
z→a

|(z − a)| = 0,

îäíîñíî lim
z→a

∣∣∣∣h (z)− h (a)

z − a

∣∣∣∣ = 0. Ñïîðåä òîà, |h′ (a)| = 0, îäíîñíî

h′ (a) = 0. Çíà÷è h (a) = 0, h′ (a) = 0 è h ∈ H (D), ïà íåjçèíèîò ðàçâîj ñå
ñîñòîè ñàìî îä ïðàâèëíèîò äåë, ïî÷íóâàj�êè îä âòîðèîò ÷ëåí, îäíîñíî

h (z) =

+∞∑
n=2

cn(z − a)n.
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Ñî çàìåíà íà h (z) = (z − a)2f (z), äîáèâàìå

(z − a)2f (z) =
+∞∑
n=2

cn(z − a)n ⇔ f (z) =
+∞∑
n=2

cn
(z − a)n

(z − a)2
=

+∞∑
n=2

cn(z − a)n−2.

Ñïîðåä òîà, f (z) =
+∞∑
k=0

ck+2(z − a)k íà D, îä êàäå äîà�ãàìå äî çàêëó÷îê

äåêà ãëàâíèîò äåë íà ðàçâîjîò å èäåíòè÷êè åäíàêîâ íà 0, ïà z = a å
îòñòðàíëèâ ñèíãóëàðèòåò çà ôóíêöèjàòà f (z).

Çàäà÷à 2.18. Íåêà z = a å åñåíöèjàëåí ñèíãóëàðèòåò çà õîëîìîðôíàòà
ôóíêöèjà f (z). Äîêàæè äåêà çà êîj áèëî êîìïëåêñåí áðîj B ∈ C, âêëó-
÷óâàj�êè è B = ∞, ïîñòîè íèçà {zn} îä êîìïëåêñíè áðîåâè òàêà øòî
lim
n→∞

zn = a è lim
n→∞

f (zn) = B.

Äîêàç. Íåêà B = ∞. Òîãàø, çà ñåêîå n ∈ N, ïîñòîè

zn ∈ D 1
n
(a) =

{
z| 0 < |z − a| < 1

n

}
òàêà øòî |f (zn)| > n. Âî ñïðîòèâíî, àêî ïîñòîè ïðèðîäåí áðîj n0 ∈ N òà-

êîâ øòî çà ñåêîå zn ∈ D 1
n0

(a) =

{
z| 0 < |z − a| < 1

n0

}
âàæè

|f (zn)| ≤ n0, äîáèâàìå äåêà f (z) å îãðàíè÷åíà ôóíêöèjà âî îêîëè-
íà íà òî÷êàòà z = a, ïà, çàðàäè ïðåòõîäíàòà çàäà÷à, ñëåäóâà äåêà
z = a îòñòðàíëèâ ñèíãóëàðèòåò. Ñïîðåä òîà, ìîðà äà âàæè çà ñåêîå

n ∈ N, ïîñòîè zn ∈ D 1
n
(a) =

{
z| 0 < |z − a| < 1

n

}
òàêà øòî |f (zn)| > n,

øòî å åêâèâàëåíòíî ñî òîà äåêà ïîñòîè {zn} òàêà øòî lim
n→∞

zn = a è

lim
n→∞

f (zn) = ∞ = B.

Íåêà B <∞. Çà äà ãî ïîêàæåìå òâðäå»åòî, äîâîëíî å äà ïîêàæåìå
äåêà çà ñåêîå ε > 0 è ñåêîå δ > 0, ïîñòîè zδ ∈ Dδ (a) = {z| 0 < |z − a| < δ}
òàêà øòî |f (zδ)−B| < ε. Íàâèñòèíà, çà δ =

1

n
, ïðåòõîäíîòî å åêâèâà-

ëåíòíî ñî òîà äåêà çà ñåêîå ε > 0 è ñåêîå n ∈ N, ïîñòîè

zn ∈ D 1
n
(a) =

{
z| 0 < |z − a| < 1

n

}
òàêà øòî |f (zn)−B| < ε, îäíîñíî

å åêâèâàëåíòíî ñî lim
z→a

zn = a è lim
z→a

f (zn) = B. Âî ïðîäîëæåíèå �êå

ãî ïîêàæåìå òâðäå»åòî äåêà çà ñåêîå ε > 0 è ñåêîå δ > 0, ïîñòîè
zδ ∈ Dδ (a) = {z| 0 < |z − a| < δ} òàêà øòî |f (zδ)−B| < ε. Äà ïðåò-
ïîñòàâèìå ñïðîòèâíî íà òâðäå»åòî, îäíîñíî äåêà ïîñòîè ε0 > 0, ïîñòîè
δ0 > 0, òàêà øòî çà ñåêîå z ∈ Dδ0 (a) = {z| 0 < |z − a| < δ0}, ñëåäó-
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âà |f (z)−B| ≥ ε0. Äåôèíèðàìå ôóíêöèjà g (z) =
1

f (z)−B
. Çíà÷è

f (z) = B +
1

g (z)
. Äîáèâàìå äåêà |g (z)| ≤ 1

ε0
çà ñåêîå z ∈ Dδ0 (a),

îäíîñíî g (z) å îãðàíè÷åíà íà Dδ0 (a). Îä õîëîìîðôíîñòà íà f (z) íà
Dδ0 (a), ñëåäóâà äåêà è g (z) å õîëîìîðôíà íà Dδ0 (a). Çàðàäè ïðåòõîä-
íàòà çàäà÷à, äîáèâàìå äåêà z = a å îòñòðàíëèâ ñèíãóëàðèòåò çà g (z),
îäíîñíî lim

z→a
g (z) = b. Ïà,

lim
z→a

f (z) = lim
z→a

(
B +

1

g (z)

)
= B +

1

b
.

Ñïîðåä òîà, àêî b = 0 äîáèâàìå äåêà lim
z→a

f (z) = ∞, îäíîñíî z = a å

ïîë, à àêî b ̸= 0, òîãàø lim
z→a

f (z) = B +
1

b
= C < ∞, îäíîñíî z = a

å îòñòðàíëèâ ñèíãóëàðèòåò. Ïîñëåäíîâî ïðîòèâðå÷è íà ïðåòïîñòàâêàòà
äåêà z = a å åñåíöèjàëåí ñèíãóëàðèòåò. Ñïîðåä òîà, äîáèâàìå äåêà ïðåò-
ïîñòàâêàòà å íåòî÷íà, îäíîñíî äîêàæàâìå äåêà àêî z = a å åñåíöèjàëåí
ñèíãóëàðèòåò, òîãàø çà ñåêîå ε > 0 è ñåêîå δ > 0, ïîñòîè zδ ∈ Dδ (a) òàêà
øòî |f (zδ)−B| < ε øòî å åêâèâàëåíòíî ñî çà ñåêîå ε > 0 è ñåêîå δ > 0

ïîñòîè zn ∈ D 1
n
(a) =

{
z| 0 < |z − a| < 1

n

}
òàêà øòî |f (zn)−B| < ε,

îäíîñíî lim
z→a

zn = a è lim
z→a

f (zn) = B.

Çàäà÷à 2.19. Äîêàæè äåêà çà ôóíêöèjàòà f (z) = e
1

sin z , òî÷êèòå
zk = kπ, k ∈ Z ñå åñåíöèjàëíè ñèíãóëàðèòåòè.

Ñëèêà 2.1 Ãðàôè÷êè ïðèêàç íà
ôóíêöèèòå

Ðåøåíèå. �Êå ïîêàæåìå äåêà
lim
z→kπ

f (z), k ∈ Z íå ïîñòîè. Íåêà

z = x, x ∈ R, è íåêà çà δ > 0, îçíà÷ó-
âàìå ñî Aδ = (kπ, kπ + δ). Òîãàø, çà
δ < π, Aδ ⊂ (kπ, (k + 1)π).
Äåôèíèðàìå ôóíêöèjà

g (x) = sinx− x+ kπ,

x ∈ Aδ. Îä òîà øòî,

g′ (x) = cosx− 1 < 0 çà x ∈ Aδ,

ñëåäóâà äåêà ôóíêöèjàòà g (x) å ìîíîòîíî îïà�ãà÷êà ôóíêöèjà. Ïà, çà
x > kπ, ñëåäóâà äåêà g (x) < g (kπ), îäíîñíî

g (x) = sinx− x+ kπ < sin (kπ)− kπ + kπ = 0 = g (kπ) ,
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îäíîñíî sinx < x− kπ, çà x ∈ Aδ. Ñïîðåä òîà èìàìå äåêà,

lim
x→kπ
x∈Aδ

f (x) = lim
x→kπ
x∈Aδ

e
1

sin x > lim
x→kπ
x∈Aδ

e
1

x−kπ = ∞,

çàòîà øòî x− kπ > 0.
Îä äðóãà ñòðàíà, íåêà çà δ > 0, îçíà÷óâàìå ñî Bδ = (kπ − δ, kπ).

Jàñíî, çà δ < π, Bδ ⊂ ((k − 1)π, kπ). Çà x ∈ Bδ, x < kπ, ïà êîðèñòåj�êè
ãî ôàêòîò äåêà g (x) å ìîíîòîíî îïà�ãà÷êà ôóíêöèjà, äîáèâàìå äåêà,

g (x) = sinx− x+ kπ > sin (kπ)− kπ + kπ = 0 = g (kπ) ,

îäíîñíî âàæè äåêà sinx > x− kπ, çà x ∈ Bδ. Ñïîðåä òîà èìàìå äåêà

lim
x→kπ
x∈Bδ

f (x) = lim
x→kπ
x∈Bδ

e
1

sin x < lim
x→kπ
x∈Bδ

e
1

x−kπ = 0,

çàòîà øòî x−kπ < 0. Äîáèâàìå äåêà ëåâèîò è äåñíèîò ëèìåñ íà ôóíêöè-
jàòà âî òî÷êàòà z = kπ, k ∈ Z ñå ðàçëè÷íè, îäíîñíî ëèìåñîò lim

z→kπ
f (z),

k ∈ Z íå ïîñòîè.
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Ãëàâà 3

ÏÐÈÍÖÈÏ ÍÀ
ÌÀÊÑÈÌÓÌ ÍÀ ÌÎÄÓË

Òåîðåìà 3.1. Íåêà Ω å îáëàñò è f ∈ H (Ω). Àêî |f (z)| = c, c ∈ C, çà
ñåêîj z ∈ Ω, òîãàø è f (z) = c çà ñåêîj z ∈ Ω.

Òåîðåìà 3.2 (Ïðèíöèï íà ìàêñèìóì íà ìîäóë). Íåêà Ω å îãðàíè÷åíà

îáëàñò, íåêà f (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà íà Ω è íåïðåêèíàòà ôóíêöèjà

íà Ω = Ω ∪ ∂Ω. Àêî |f (z)| äîñòèãíóâà ìàêñèìóì âî âíàòðåøíà òî÷êà

z0 ∈ Ω, òîãàø f (z) = c, c ∈ C, çà ñåêîj z ∈ Ω, îäíîñíî ìîäóëîò íà

f (z), |f (z)|, äîñòèãíóâà ìàêñèìóì íà ∂Ω.

Òåîðåìà 3.3 (Ïðèíöèï íà ìàêñèìóì íà ìîäóë). Íåêà Ω å îãðàíè÷åíà

îáëàñò, íåêà f (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà íà Ω è íåïðåêèíàòà ôóíêöèjà

íà Ω = Ω ∪ ∂Ω. Òîãàø å èñïîëíåòî

|f (z)| ≤ sup {|f (z)|| z ∈ ∂Ω} ,

çà ñåêîj z ∈ Ω, è ïðèòîà ðàâåíñòâî ñå ïîñòèãíóâà àêî è ñàìî àêî

f (z) = c, çà ñåêîj z ∈ Ω.

Çàäà÷à 3.1 (Ëåìà íà Øâàðö). Íåêà f (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà íà
êðóãîò D = {z| |z| < 1}, íåêà |f (z)| ≤ 1, çà ñåêîj z ∈ D è f (0) = 0.
Äîêàæè äåêà:

1) |f (z)| ≤ z çà ñåêîj z ∈ D è àêî ñå äîñòèãíóâà ðàâåíñòâî áàðåì çà
åäíà òî÷êà z ∈ D\ {0}, òîãàø f (z) = eiθz, θ ∈ R.

2) |f ′ (0)| ≤ 1.

Ðåøåíèå. 1) Jà ðàçãëåäóâàìå ôóíêöèjàòà g (z) =
f (z)

z
.

Áèäåj�êè f (0) = 0, ôóíêöèjàòà g (z) =
f (z)

z
èìà îòñòðàíëèâ ñèíãó-
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ëàðèòåò âî òî÷êàòà z = 0 è îä òîà øòî f ∈ H (D), äîáèâàìå äåêà è
g ∈ H (D), ïà jàñíî è íåïðåêèíàòà íà D. Îä f (0) = 0, èìàìå è

f ′ (0) = lim
z→0

f (z)− f (0)

z − 0
= lim

z→0

f (z)− 0

z − 0
=

= lim
z→0

f (z)

z
= lim

z→0
g (z) = g (0) ,

îäíîñíî f ′ (0) = g (0) = lim
z→0

g (z). Íåêà z0 ∈ D è r å ïðîèçâîë-

íî èçáðàí áðîj òàêîâ øòî |z0| < r < 1. Çà Dr = {z| |z| < r} âàæè
Dr ⊆ D, ïà g ∈ H (Dr) è g (z) å íåïðåêèíàòà íà Dr. Îä Ïðèíöèïîò
íà ìàêñèìóì íà ìîäóë (ÏÌÌ) äîáèâàìå äåêà

|g (z0)| ≤ sup {|g (z)|| z ∈ ∂Dr} = sup

{
|f (z)|
|z|

∣∣∣∣ z ∈ ∂Dr

}
≤ 1

r
,

îäíîñíî |g (z0)| ≤ 1

r
, çà ñåêîj z0, òàêîâ øòî |z0| < r < 1 è çà ñå-

êîj 0 < r < 1. Ñëåäñòâåíî lim
r→1

|g (z0)| ≤ lim
r→1

1

r
, îäíîñíî |g (z0)| ≤ 1,

z0 ∈ D, ïà
|f (z0)|
|z0|

≤ 1, z0 ∈ D. Îä ïðîèçâîëíîñòà íà z0 ∈ D, ñëåäóâà

äåêà |f (z0)| ≤ |z0| çà ñåêîj z0 ∈ D.
Íåêà ïîñòîè íåêîå z0 ∈ D çà êîå ñå ïîñòèãíóâà ðàâåíñòâî âî

|f (z)| ≤ |z|. Òîãàø |f (z0)| = |z0|, ïà |g (z0)| =
|f (z0)|
|z0|

= 1, ò.å.

|g (z0)| = 1. Îä ÏÌÌ äîáèâàìå äåêà g (z) = c çà ñåêîj z ∈ D, îäíîñíî
f (z)

z
= c çà ñåêîj z ∈ D, ò.å. f (z) = cz çà ñåêîj z ∈ D. Áèäåj�êè çà

z0 ∈ D âàæè |f (z0)| = |z0|, îä f (z) = cz äîáèâàìå äåêà |c| · |z0| = |z0|,
ïà |c| = 1. Êîíå÷íî, f (z) = cz çà ñåêîj z ∈ D, êàäå øòî |c| = 1,
îäíîñíî f (z) = eiθz, çà ðåàëíà êîíñòàíòà θ ∈ R è ñåêîj z ∈ D.

2) Ïðåòõîäíî ïîêàæàâìå äåêà |f (z)| ≤ |z| çà ñåêîj z ∈ D, îäíîñíî
|g (z)| ≤ 1 çà ñåêîj z ∈ D. Ñïåöèjàëíî çà z = 0, |g (0)| ≤ 1 è îä
òîà øòî f ′ (0) = g (0) = lim

z→0
g (z), ñëåäóâà äåêà |f ′ (0)| ≤ 1.

Çàäà÷à 3.2. Íåêà α ∈ D, D = {z| |z| < 1}. Íåêà φα (z) =
z − α

1− αz
.

1) Äîêàæè äåêà φα å áèåêöèjà îä D âî D, D = {z| |z| ≤ 1} òàêà øòî
∂D ñå ïðåñëèêóâà íà ∂D, D ñå ïðåñëèêóâà íà D è èíâåðçíîòî ïðåñ-
ëèêóâà»å íà φα å φ−α.
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2) Äîêàæè äåêà φ′
α (0) = 1− |α|2 è φ′

α (α) =
1

1− |α|2
.

Ðåøåíèå. 1) Íåêà φα : D → D è D = {z| |z| ≤ 1}. Îä òîà øòî 1−αz = 0

çà z =
1

α
è |z| =

1

|α|
=

1

|α|
> 1, ñëåäóâà äåêà φα ∈ H (D). �Êå

ïîêàæåìå äåêà çà ñåêîj z ∈ D âàæè φα (φ−α (z)) = z = φ−α (φα (z)).

Jàñíî, φ−α (z) =
z + α

1 + αz
, ïà çà ñåêîj z ∈ D èìàìå:

φα (φ−α (z)) = φα

(
z + α

1 + αz

)
=

z + α

1 + αz
− α

1− α
z + α

1 + αz

=

=

z + α− α− ααz

1 + αz
1 + αz − αz − αα

1 + αz

=
z − |α|2z
1− |α|2

= z,

φ−α (φα (z)) = φ−α

(
z − α

1− αz

)
=

z − α

1− αz
+ α

1 + α
z − α

1− αz

=

=

z − α+ α− ααz

1− αz
1− αz + αz − αα

1− αz

=
z − |α|2z
1− |α|2

= z.

Çíà÷è âàæè φα (φ−α (z)) = φ−α (φα (z)), çà ñåêîj z ∈ D.

�Êå ïîêàæåìå äåêà φα (z) å èíjåêöèjà. Íåêà φα (z1) = φα (z2),
z1, z2 ∈ D. Àêî ïðèìåíèìå φ−α, äîáèâàìå

φ−α (φα (z1)) = φ−α (φα (z2)) .

Çàðàäè òîà øòî φα (φ−α (z)) = φ−α (φα (z)), çà ñåêîj z ∈ D, ñëåäóâà
äåêà z1 = z2, îäíîñíî φα å èíjåêöèjà.

�Êå ïîêàæåìå äåêà φα (∂D) = ∂D è φα (D) = D, ∂D = {z| |z| = 1}.
Íåêà z ∈ ∂D. Òîãàø z = eit, t ∈ R, ïà

|φα (z)| =
∣∣φα

(
eit
)∣∣ = ∣∣∣∣ eit − α

1− αeit

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ eit − α

eit (e−it − α)

∣∣∣∣ =
=

1

|eit|
·
∣∣∣∣ eit − α

e−it − α

∣∣∣∣ = 1

|eit|
·
∣∣∣∣eit − α

eit − α

∣∣∣∣ = 1.
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Ñïîðåä òîà, äîáèâàìå äåêà çà ñåêîj z ∈ ∂D å èñïîëíåòî |φα (z)| = 1,
ò.å. φα (∂D) ⊆ ∂D. Äà ãî ïîêàæåìå îáðàòíîòî ò.å. äà ïîêàæåìå äåêà
∂D ⊆ φα (∂D). Íåêà z1 ∈ ∂D. Òðåáà äà ïîêàæåìå äåêà z1 ∈ φα (∂D),
ò.å. äåêà ïîñòîè z ∈ ∂D òàêà øòî φα (z) = z1. Íåêà z = φ−α (z1). Îä
òîà øòî z1 ∈ ∂D èìàìå z1 = eit, t ∈ R è

|φ−α (z1)| =
∣∣φ−α

(
eit
)∣∣ = ∣∣∣∣ eit + α

1 + αeit

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ 1eit
∣∣∣∣ ∣∣∣∣ eit + α

e−it + α

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1eit
∣∣∣∣ ∣∣∣∣eit + α

eit + α

∣∣∣∣ = 1,

îäíîñíî |z| = |φ−α (z1)| = 1, ïà ñëåäóâà äåêà z ∈ ∂D. Äîïîëíèòåëíî
φα (z) = φα (φ−α (z1)) = z1, îäíîñíî φα (z) = z1. Çíà÷è, íàâèñòèíà
âàæè ∂D ⊆ φα (∂D). Äîêàæàâìå φα (∂D) ⊆ ∂D è ∂D ⊆ φα (∂D),
îäíîñíî φα (∂D) = ∂D. �Êå ïîêàæåìå äåêà φα (D) = D. Ïðâî, äà
ïîêàæåìå äåêà φα (D) ⊆ D. Îä φα ∈ H (D), φα å íåïðåêèíàòà íà
D ∪ ∂D è ÏÌÌ, äîáèâàìå äåêà |φα (z)| ≤ sup {|φα (z)|| z ∈ ∂D} çà
ñåêîj z ∈ D. Íî, çàðàäè φα (∂D) = ∂D, ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å
åêâèâàëåíòíî ñî |φα (z)| ≤ 1 çà ñåêîj z ∈ D, îäíîñíî φα (z) ∈ D çà
ñåêîj z ∈ D, ò.å. φα (D) ⊆ D. Äà ãî ïîêàæåìå è îáðàòíîòî, ò.å. äà
ïîêàæåìå äåêà D ⊆ φα (D). Çàðàäè φα (D) ⊆ D, å èñïîëíåòî è äåêà
φ−α (D) ⊆ D. Àêî ïðèìåíèìå φα íà φ−α (D) ⊆ D, äîáèâàìå äåêà
φα (φ−α (D)) ⊆ φα (D), îäíîñíî D ⊆ φα (D). Äîêàæàâìå φα (D) ⊆ D
è D ⊆ φα (D), îäíîñíî φα (D) = D. Îä ñåòî îâà, äîáèâàìå äåêà φα å
áèåêöèjà, ñî φ−1

α (z) = φ−α (z).

2) Çà ïðâèîò èçâîä íà ôóíêöèjàòà φα (z) èìàìå

φ′
α (z) =

(
z − α

1− αz

)′
=

1− αz − (z − α) (−α)
(1− αz)2

=

=
1− αz + αz − αα

(1− αz)2
=

1− |α|2

(1− αz)2
.

Îä îâäå, φ′
α (0) = 1− |α|2 è φ′

α (α) =
1

1− |α|2
.

Çàäà÷à 3.3. Íåêà α è β ñå êîìïëåêñíè áðîåâè òàêâè øòî |α| < 1 è
|β| < 1. Íåêà f (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà íà D = {z| |z| < 1}, òàêâà
øòî |f (z)| ≤ 1 çà ñåêîj z ∈ D è f (α) = β.

1) Äîêàæè äåêà |f ′ (α)| ≤ 1− |β|2

1− |α|2
.
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2) Îïðåäåëè ãè ôóíêöèèòå çà êîè ñå äîñòèãíóâà ðàâåíñòâî.

Ðåøåíèå. 1) Jà ðàçãëåäóâàìå ôóíêöèjàòà g = φβ ◦ f ◦ φ−α êàäå φα

è φβ ñå ôóíêöèè äåôèíèðàíè âî ïðåòõîäíàòà Çàäà÷à 3.2. Áèäåj�êè
φα, φβ ∈ H (D), è îä óñëîâèòå íà çàäà÷àòà, f ∈ H (D), çàêëó÷óâàìå
äåêà g ∈ H (D). Çà z ∈ D, îä φ−α (D) = D, ñëåäóâà äåêà φ−α (z) ∈ D.
Ñïîðåä òîà, è êîðèñòåj�êè ãî óñëîâîò äåêà |f (z)| ≤ 1 çà ñåêîj z ∈ D,
äîáèâàìå äåêà f (φ−α (z)) ∈ D. Îä òîà øòî φβ (D) = D è ïðåòõîäíî
äîáèåíîòî, äîáèâàìå äåêà φβ (f (φ−α (z))) ∈ D, îäíîñíî g (z) ∈ D, çà
ñåêîj z ∈ D, ò.å. |g (z)| < 1 çà ñåêîj z ∈ D.

Çà g (0) èìàìå

g (0) = φβ (f (φ−α (0))) = φβ (f (α)) = φβ (β) = 0,

áèäåj�êè ïî óñëîâ f (α) = β è φα (z) =
z − α

1− αz
, φβ (z) =

z − β

1− βz
.

Ïà, îä |g (z)| < 1 çà ñåêîj z ∈ D, g (0) = 0 è Ëåìàòà íà Øâàðö,
äîáèâàìå äåêà |g (z)| ≤ |z| çà ñåêîj z ∈ D è |g′ (0)| ≤ 1. Ñåãà, îä
g (z) = φβ (f (φ−α (z))), çà ïðâèîò èçâîä íà ôóíêöèjàòà èìàìå

g′ (z) = φ′
β (f (φ−α (z))) · f ′ (φ−α (z)) · φ′

−α (z) ,

ïà çà z = 0, èìàìå

g′ (0) = φ′
β (f (φ−α (0))) · f ′ (φ−α (0)) · φ′

−α (0) ,

îäíîñíî
g′ (0) = φ′

β (β) · f ′ (α) · φ′
−α (0) .

Ñïîðåä òîà,

∣∣f ′ (α)∣∣ = |g′ (0)|∣∣φ′
β (β)

∣∣ · ∣∣φ′
−α (0)

∣∣ ≤ 1
1

1− |β|2
(
1− |α|2

) =
1− |β|2

1− |α|2
,

îäíîñíî äîáèâàìå äåêà |f ′ (α)| ≤ 1− |β|2

1− |α|2
.

2) Âî íåðàâåíñòâîòî |f ′ (α)| ≤ 1− |β|2

1− |α|2
, ñå äîñòèãíóâà ðàâåíñòâî çà îíèå

ôóíêöèè f çà êîè |g′ (0)| = 1, ò.å. çàðàäè Ëåìàòà íà Øâàðö, îíèå çà
êîè g (z) = eitz, z ∈ D, îäíîñíî g (z) = λz, z ∈ D, |λ| = 1. Ñïîðåä òîà,
îä g = φβ ◦ f ◦φ−α äîáèâàìå äåêà λz = φβ (f (φ−α (z))). Äà îçíà÷èìå
ñî w = φ−α (z). Òîãàø, φα (w) = φα (φ−α (z)) = z, ò.å. φα (w) = z.
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Òîãàø, ðàâåíñòâîòî λz = φβ (f (φ−α (z))) å åêâèâàëåíòíî ñî

λφα (w) = φβ (f (φ−α (φα (w)))) ⇔ λφα (w) = φβ (f (w)) ⇔

⇔ φ−β (λφα (w)) = φ−β (φβ (f (w))) ⇔ φ−β (λφα (w)) = f (w) ,

îäíîñíî f (w) = φ−β (λφα (w)). Ïà, áàðàíèòå ôóíêöèè f çà êîè ñå
ïîñòèãíóâà ðàâåíñòâî, ñå îíèå f , çà êîè f (z) = φ−β (λφα (z)), |λ| = 1
è z ∈ D.

Çàäà÷à 3.4. Íåêà f (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà íà îãðàíè÷åíà îáëàñò
D è íåïðåêèíàòà íà D òàêà øòî f (z) = c çà z ∈ ∂D è |f (z)| ̸= const çà
z ∈ D. Äîêàæè äåêà f èìà áàðåì åäíà íóëà íà D.

Ðåøåíèå. Äà ïðåòïîñòàâèìå ñïðîòèâíîòî, îäíîñíî äà ïðåòïîñòàâèìå äå-
êà f (z) ̸= 0 çà ñåêîj z ∈ D. Áèäåj�êè f ∈ H (D), f å íåïðåêèíàòà íà
D è ïðåòïîñòàâêàòà øòî jà íàïðàâèâìå, äîáèâàìå äåêà è ôóíêöèjàòà

g (z) =
1

f (z)
å íåïðåêèíàòà íà D è g ∈ H (D). Îä ïðèíöèï íà ìàêñèìóì

íà ìîäóë, äîáèâàìå äåêà çà ñåêîj z0 ∈ D, âàæè:

|g (z0)| ≤ sup {|g (z)|| z ∈ ∂D} = sup

{
1

|f (z)|

∣∣∣∣ z ∈ ∂D

}
|f |≡c
=

1

c
,

îäíîñíî |g (z0)| ≤
1

c
çà ñåêîj z0 ∈ D, ò.å.

1

|f (z0)|
≤ 1

c
çà ñåêîj z0 ∈ D, ò.å.

|f (z0)| ≥ c çà ñåêîj z0 ∈ D. Îä äðóãà ñòðàíà, îä ïðèíöèï íà ìàêñèìóì íà
ìîäóë íà ôóíêöèjàòà f íàD âàæè |f (z0)| ≤ sup {|f (z)|| z ∈ ∂D} çà ñåêîj
z0 ∈ D. Íî, f (z) = c çà z ∈ ∂D, ïà äîáèâàìå äåêà |f (z0)| ≤ c çà ñåêîj
z0 ∈ D. Ñïîðåä òîà, îä |f (z0)| ≥ c è |f (z0)| ≤ c çà ñåêîj z0 ∈ D, äîáèâàìå
äåêà |f (z0)| = c çà ñåêîj z0 ∈ D. Íî, îâà ïðîòèâðå÷è íà ïðåòïîñòàâêàòà
äåêà |f (z)| ≠ const çà z ∈ D. Ñî òîà äîáèâàìå äåêà ïðåòïîñòàâêàòà äåêà
f (z) ̸= 0 çà ñåêîj z ∈ D å íåòî÷íà, ïà ìîðà äà ïîñòîè òî÷êà z0 ∈ D òàêà
øòî f (z0) = 0.

Çàäà÷à 3.5. Íåêà Ω =
{
z = x+ iy| − π

2
< y <

π

2

}
è íåêà f (z) = ee

z
.

Ïîêàæè äåêà íå âàæè ïðèíöèïîò íà ìàêñèìóì íà ìîäóë, îäíîñíî äåêà
íå âàæè

sup {|f (z)|| z ∈ Ω} ≤ sup {|f (z)|| z ∈ ∂Ω} .

Ðåøåíèå. Íåêà z ∈ ∂Ω. Òîãàø z = x± i
π

2
, x ∈ R è

ez = e
x±i

π

2 = ex
(
cos

π

2
± i sin

π

2

)
= ex (0± i) = ±iex.
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Çíà÷è, çà z ∈ ∂Ω, f (z) = e±iex , ïà |f (z)| =
∣∣e±iex

∣∣ = 1 çà ñåêîj z ∈ ∂Ω,

Ñëèêà 3.1 Ãðàôè÷êè ïðèêàç íà
îáëàñòà Ω

îäíîñíî |f (z)| = 1 çà ñåêîj z ∈ ∂Ω.
Ñïîðåä òîà,

B = sup {|f (z)|| z ∈ ∂Ω} = 1,

îäíîñíî B = 1.
Îä äðóãà ñòðàíà, çà x ∈ R, z = x è
z ∈ Ω, äîáèâàìå äåêà f (z) = ee

x
. Òî-

ãàø lim
z→∞

f (z) = lim
x→∞

f (x) = ∞, ïà

jàñíî A = sup {|f (z)|| z ∈ Ω} → ∞.
Çíà÷è, íå å ìîæíî A ≤ B = 1. Ñïîðåä
òîà, íàâèñòèíà íå âàæè ïðèíöèïîò íà ìàêñèóìóì íà ìîäóë çà äàäåíàòà
ôóíêöèjà íà äàäåíàòà îáëàñò.

Çàäà÷à 3.6. Íåêà Γ å êîíòóðà íà íåîãðàíè÷åíà îáëàñò Ω òàêà øòî
Ω ∩ U = ∅, êàäå U = {z| |z| < 1}. Íåêà f å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà íà
Ω è íåïðåêèíàòà íà Ω ∪ Γ, è íåêà ïîñòîjàò êîíñòàíòè B,M < ∞ òàêâè
øòî |f (z)| ≤M çà ñåêîj z ∈ Γ è |f (z)| ≤ B çà ñåêîj z ∈ Ω. Äîêàæè äåêà
|f (z)| ≤M çà ñåêîj z ∈ Ω.

Ñëèêà 3.2 Ãðàôè÷êè ïðèêàç íà îáëàñòèòå

Ðåøåíèå. Íåêà ñå èñïîëíåòè óñëîâèòå íà çàäà÷àòà ò.å. f ∈ H (Ω), f å íå-
ïðåêèíàòà íà Ω ∪ Γ,
Ω ∩ U = ∅, |f (z)| ≤ M çà
ñåêîj z ∈ Γ è |f (z)| ≤ B
çà ñåêîj z ∈ Ω. Ñàêàìå äà
ïîêàæåìå äåêà f (z) ≤ M
çà ñåêîj z ∈ Ω. Íåêà z0 ∈ Ω
å ïðîèçâîëíî èçáðàíà òî÷-
êà è íåêà n ∈ N å ïðî-
èçâîëíî èçáðàí ïðèðîäåí
áðîj. Äåôèíèðàìå ôóíê-

öèjà g (z) =
(f (z))n

z
. Áè-

äåj�êè Ω ∩ U = ∅, 0 ∈ U ,
f ∈ H (Ω), äîáèâàìå äåêà g ∈ H (Ω). Íåêà r ∈ R+, r > 1 å äîâîëíî ãîëåìî

òàêà øòî z0 ∈ D (0, r) = {z| |z| < r} è Bn

r
< Mn. Íåêà Ω1 = Ω∩D (0, r).

Jàñíî z0 ∈ Ω1. Áèäåj�êè Ω1 = Ω ∩ D (0, r) ⊂ D (0, r), ñëåäóâà äåêà Ω1 å
îãðàíè÷åíà îáëàñò. Îä òîà øòî Ω1 = Ω ∩D (0, r) ⊂ Ω, 0 /∈ Ω, g ∈ H (Ω),
ñëåäóâà äåêà g ∈ H (Ω1). Îä òîà øòî f å íåïðåêèíàòà íà Ω∪ Γ, ñëåäóâà
äåêà è g å íåïðåêèíàòà íà Ω1. Ñåãà, îä òîà øòî Ω1 å îãðàíè÷åíà îáëàñò,
g ∈ H (Ω1), g å íåïðåêèíàòà íà Ω1 è ïðèíöèïîò íà ìàêñèìóì íà ìîäóë,
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äîáèâàìå äåêà âàæè

|g (z0)| ≤ sup {|g (z)|| z ∈ ∂Ω1} ,

∂Ω1 = (∂Ω ∩D (0, r)) ∪ (∂D (0, r) ∩ Ω). Ñïîðåä òîà, z ∈ ∂Ω1 å åêâèâà-
ëåíòíî ñî z ∈ ∂Ω ∩D (0, r) èëè z ∈ ∂D (0, r) ∩ Ω, ïà èìàìå äâà ñëó÷àjà:

1. Çà z ∈ ∂Ω ∩ D (0, r), îä ∂Ω ∩ D (0, r) ⊂ ∂Ω = Γ è îä óñëîâîò
|f (z)| ≤M çà ñåêîj z ∈ Γ, ñëåäóâà äåêà

|g (z)| ≤ |f (z)|n

|z|
≤ Mn

|z|
≤ Mn

1
=Mn.

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ãî äîáèâàìå îä òîà øòî z ∈ D (0, r) è
r > 1. Çíà÷è, àêî z ∈ ∂Ω ∩D (0, r), òîãàø |g (z)| ≤Mn.

2. Çà z ∈ ∂D (0, r) ∩ Ω, îä z ∈ ∂D (0, r) ∩ Ω ⊂ Ω è îä óñëîâîò
|f (z)| ≤ B çà ñåêîj z ∈ Ω, ñëåäóâà äåêà

|g (z)| ≤ |f (z)|n

|z|
≤ Bn

|z|
=
Bn

r
.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäóâà îä òîà øòî z ∈ ∂D (0, r), ïà |z| = r.

Çíà÷è, àêî z ∈ ∂D (0, r) ∩ Ω, òîãàø |g (z)| ≤ Bn

r
.

Ñïîðåä òîà, äîáèâàìå äåêà

sup {|g (z)|| z ∈ ∂Ω1} ≤ max

{
Mn,

Bn

r

}
.

Îä èçáîðîò íà r,
Bn

r
< Mn, äîáèâàìå äåêà sup {|g (z)|| z ∈ ∂Ω1} ≤ Mn.

Îä ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî sup {|g (z)|| z ∈ ∂Ω1} ≤ Mn è îä ïðåòõîäíî
äîáèåíîòî äåêà |g (z0)| ≤ sup {|g (z)|| z ∈ ∂Ω1}, ñëåäóâà äåêà

|g (z0)| ≤Mn, îäíîñíî
|f (z0)|n

|z0|
≤Mn. Îòòóêà,

|f (z0)| ≤M n
√
|z0|, çà ñåêîj n ∈ N.

Èìàj�êè ïðåäâèä äåêà z0 ∈ Ω, Ω ∩ U = ∅ è |z0| > 1, äîáèâàìå äåêà

lim
n→∞

|f (z0)| ≤ lim
n→∞

M n
√

|z0| ⇔ |f (z0)| ≤M · 1 ⇔ |f (z0)| ≤M.

Îä ïðîèçâîëíîñòà íà òî÷êàòà z0 ∈ Ω, äîáèâàìå äåêà |f (z)| ≤M çà ñåêîj
z ∈ Ω.
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Ãëàâà 4

ÎÑÒÀÒÎÖÈ (ÐÅÇÈÄÈÓÌÈ)

Íåêà f (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà íà D = {z| 0 < |z − a| < R}, êàäå
R > 0 è

+∞∑
n=−∞

cn(z − a)n = ...+
c−2

(z − a)2
+

c−1

z − a
+ c0 + c1 (z − a) + ...,

å Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) âî îêîëèíà íà òî÷êàòà z = a.
Òîãàø c−1 ñå íàðåêóâà îñòàòîê (ðåçèäèóì) íà f (z) âî òî÷êàòà z = a è
ñå îçíà÷óâà ñî c−1 = Res

z=a
f (z). Óøòå ïîâå�êå,

c−1 =
1

2πi

∫
|z−a|=r

f (z) dz, 0 < r < R

4.1 Ïðåñìåòóâà»å è ñâîjñòâà íà ðåçèäèóìè

Òåîðåìà 4.1. Àêî z = a å ïîë îä ðåä n, n ∈ N, çà ôóíêöèjàòà f (z),
òîãàø

Res
z=a

f (z) =
1

(n− 1)!
lim
z→a

d(n−1)

dzn−1
[(z − a)nf (z)] .

Òåîðåìà 4.2. Íåêà f (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà âî ïðîøèðåíàòà êîì-

ïëåêñíà ðàìíèíà, îñâåí âî êîíå÷åí áðîj òî÷êè z = ai, i = 0, 1, ..., n.

Òîãàø âàæè
n∑

i=0
Res
z=ai

f (z) = 0.

Òåîðåìà 4.3. Àêî f (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà íà C, îñâåí âî êîíå÷åí

áðîj ñèíãóëàðèòåòè, òîãàø Res
z=∞

f (z) = −Res
z=0

(
1

z2
f

(
1

z

))
.
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4.1. ÏÐÅÑÌÅÒÓÂÀ�Å È ÑÂÎJÑÒÂÀ ÍÀ ÐÅÇÈÄÈÓÌÈ

Çàäà÷à 4.1. Íàjäè Res
z=a

f (z) âî òî÷êàòà z = a:

1) f (z) = e
1
z , a = 0

2) f (z) =
sin z

z6
, a = 0

3) f (z) = z cos
1

z + 1
, âî a = −1

Ðåøåíèå. 1) Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) = e
1
z âî îêîëèíà

íà a = 0 å

f (z) =
+∞∑
n=0

1

n!

(
1

z

)n

= 1 +
1

1!
· 1
z
+

1

2!
· 1

z2
+ ...,

ïà c−1 =
1

1!
= 1 = Res

z=0
e

1
z .

2) Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà g (z) = sin z âî îêîëèíà íà òî÷êàòà

a = 0 å g (z) =
+∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
, ïà Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà f (z) âî

îêîëèíà íà òî÷êàòà a = 0 å

f (z) =
1

z6

+∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
=

1

z6

(
z − z3

3!
+
z5

5!
− z7

7!
+ ...

)
=

=
1

z5
− 1

3!
· 1

z3
+

1

5!
· 1
z
− 1

7!
· z + ...,

ïà c−1 =
1

5!
= Res

z=0

sin z

z6
.

3) Çà Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) âî îêîëèíà íà òî÷êàòà
a = −1 èìàìå

f (z) = z cos
1

z + 1
= (z + 1− 1) cos

1

z + 1
=

= (z + 1) cos
1

z + 1
− cos

1

z + 1
=

= (z + 1)
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!

1

(z + 1)2n
−

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!

1

(z + 1)2n
=

= (z + 1)

(
1− 1

2!
· 1

(z + 1)2
+

1

4!
· 1

(z + 1)4
− ...

)
−
(
1− 1

2!
· 1

(z + 1)2
+ ...

)
=
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= (z + 1)− 1

2!
· 1

(z + 1)
+

1

4!
· 1

(z + 1)3
−...−

(
1− 1

2!
· 1

(z + 1)2
+

1

4!
· 1

(z + 1)4
− ...

)
,

ïà c−1 = − 1

2!
= Res

z=0
z cos

1

z + 1
.

Çàäà÷à 4.2. Íåêà f (z) =
φ (z)

ψ (z)
, êàäå øòî φ (z) è ψ (z) ñå õîëîìîðôíè

ôóíêöèè âî òî÷êàòà z = a, òàêà øòî φ (a) ̸= 0, ψ (a) = 0 è ψ′ (a) ̸= 0.
Äîêàæè äåêà

Res
z=a

f (z) = Res
z=a

φ (z)

ψ (z)
=

φ (a)

ψ′ (a)
.

Ðåøåíèå. Ïðâî �êå äîêàæåìå äåêà àêî z = a å ïðîñò ïîë çà ôóíêöèjàòà
h (z), òîãàø Res

z=a
h (z) = lim

z→a
(z − a)h (z). Íåêà z = a å ïîë îä ðåä n çà

ôóíêöèjàòà h (z). Òîãàø å èñïîëíåòî äåêà

h (z) =
c−n

(z − a)n
+

cn−1

(z − a)n−1 + ...+
c−1

z − a
+ c0 + c1 (z − a) + ...,

êàäå c−n ̸= 0. Àêî z = a å ïðîñò ïîë çà ôóíêöèjàòà h (z), òîãàø

h (z) =
c−1

z − a
+ c0 +

+∞∑
k=1

ck(z − a)k,

îäíîñíî

(z − a)h (z) = c−1 + c0 (z − a) +

+∞∑
k=1

ck(z − a)k+1.

Ñïîðåä òîà,

lim
z→a

(z − a)h (z) = c−1 + 0 = c−1 = Res
z=a

h (z) ,

çà z = a ïðîñò ïîë.
Îä óñëîâèòå íà çàäà÷àòà, ψ (a) = 0, ñëåäóâà äåêà a å íóëà çà ψ (a).
Íåêà ïðåòïîñòàâèìå äåêà z = a å íóëà îä ðåä m, çà m ≥ 2. Òîãàø
ψ (z) = (z − a)mg (z), è g (a) ̸= 0 è g ∈ H (Dr (a)). Òîãàø g (z) å îãðà-
íè÷åíà âî îêîëèíà íà òî÷êàòà z = a, îäíîñíî ïîñòîè M > 0 òàêà øòî
|g (z)| ≤M . Ïà, îä

ψ (z)− ψ (a) = (z − a)mg (z)− 0 = (z − a)mg (z) ,

äîáèâàìå äåêà
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ψ (z)− ψ (a)

z − a
= (z − a)m−1g (z) .

Òîãàø,

0 ≤
∣∣∣∣ψ (z)− ψ (a)

z − a

∣∣∣∣ = |z − a|m−1 · |g (z)| ≤M · |z − a|m−1,

ïà

0 ≤ lim
z→a

∣∣∣∣ψ (z)− ψ (a)

z − a

∣∣∣∣ = lim
z→a

(
|z − a|m−1 · |g (z)|

)
≤

≤M · lim
z→a

(
|z − a|m−1

)
= 0,

îäíîñíî |ψ′ (a)| = 0. Ñïîðåä òîà äîáèâàìå äåêà ψ′ (a) = 0. Íî îâà ïðî-
òèâðå÷è íà óñëîâîò ψ′ (a) ̸= 0, ïà ïðåòïîñòàâêàòà äåêà ðåäîò íà íóëàòà
z = a å òàêîâ øòî m ≥ 2 íå å òî÷íà, îäíîñíî z = a å ïðîñòà íóëà íà
ôóíêöèjàòà. Çíà÷è, ôóíêöèjàòà ψ (z) èìà îáëèê ψ (z) = (z − a) g (z), êà-
äå g ∈ H (Dr (a)) è g (a) ̸= 0.
Ñåãà çà ôóíêöèjàòà f (z) èìàìå äåêà

f (z) =
φ (z)

ψ (z)
=

φ (z)

(z − a) g (z)
=

φ (z)

g (z)

z − a
=
F (z)

z − a
,

êàäå F (z) =
φ (z)

g (z)
. Îä òîà øòî φ (a) ̸= 0 è g (a) ̸= 0, ñëåäóâà äåêà

F (a) ̸= 0 è f (z) = (z − a)−1F (z). Ïà, z = a å ïðîñò ïîë çà ôóíêöèjàòà
f (z). Ñïîðåä òîà,

Res
z=a

f (z) = lim
z→a

(z − a) f (z) = lim
z→a

(z − a)
φ (z)

ψ (z)
=

= lim
z→a

φ (z)

ψ (z)− ψ (a)

(z − a)

=
φ (a)

ψ′ (a)
.

Çàäà÷à 4.3. Ïðåñìåòàj Res
z=kπ

f (z) çà ôóíêöèjàòà f (z) =
1

sin z
.

Ðåøåíèå. Îä òîà øòî sin (kπ) = 0 çà ñåêîj k ∈ N è lim
z→kπ

f (z) = ∞
çà ñåêîj k ∈ N, äîáèâàìå äåêà zk = kπ, k ∈ N ñå ïîëîâè íà äàäå-
íàòà ôóíêöèjà. Áèäåj�êè ôóíêöèjàòà f (z) å êîëè÷íèê îä ôóíêöèèòå
φ (z) = 1 è ψ (z) = sin z êîè ñå õîëîìîðôíè âî òî÷êàòà z = kπ, k ∈ N,
φ (kπ) = 1 ̸= 0 è ψ′ (kπ) = cos (kπ) ̸= 0, îä ïðåòõîäíî äîêàæàíîòî âî
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Çàäà÷à 4.2 äîáèâàìå äåêà

Res
z=kπ

f (z) = Res
z=kπ

1

sin z
=

1

(sin z)′

∣∣∣∣
z=kπ

= (−1)k, k ∈ N.

Çàäà÷à 4.4. Ïðåñìåòàj Res
z=2

f (z) è Res
z=1

f (z) çà ôóíêöèjàòà

f (z) =
z

(z − 1) (z − 2)2
.

Ðåøåíèå. Jàñíî z = 1 å ïðîñò ïîë çà ôóíêöèjàòà f (z), çàòîà øòî

f (z) = (z − 1)−1h (z), êàäå h (z) =
z

(z − 2)2
è h ∈ H (Dr (1)). Òîãàø

Res
z=1

f (z) = lim
z→1

(z − 1) f (z) = lim
z→1

z

(z − 2)2
=

1

(1− 2)2
= 1.

Òî÷êàòà z = 2 å ïîë îä ðåä 2 çà ôóíêöèjàòà f (z). Ïðèòîà,

f (z) = (z − 2)−2h (z), êàäå h (z) =
z

z − 1
è h ∈ H (Dr (2)). Òîãàø äî-

áèâàìå äåêà

Res
z=2

f (z) =
1

(2− 1)!
lim
z→2

d

dz

[
z

(z − 1)

]
=

= lim
z→2

(
z

z − 1

)′
= lim

z→2

z − 1− z

(z − 1)2
= −1.

Çàäà÷à 4.5. Ïðåñìåòàj Res
z=a

f (z) êàäå øòî:

1) f (z) =
ez

(z − 1)k
, k ∈ N è a = 1,

2) f (z) = ze
1

z−1 è a = 1,

3) f (z) =
ez

2

z2k+1
, k ∈ N è a = 0.

Ðåøåíèå. 1) Òî÷êàòà z = 1 å ïîë îä ðåä k çà äàäåíàòà ôóíêöèjà. Òîãàø

Res
z=1

f (z) =
1

(k − 1)!

d(k−1)

dzk−1

[
(z − 1)k

ez

(z − 1)k

]∣∣∣∣∣
z=1

=

=
1

(k − 1)!

d(k−1)

dzk−1
(ez)

∣∣∣∣∣
z=1

=
e

(k − 1)!
.

(Îáèäè ñå äà äîjäåø äî èñòèòîò ðåçóëòàò ñî îïðåäåëóâà»å íà Ëîðà-
íîâèîò ðåä íà äàäåíàòà ôóíêöèjà.)
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2) �Êå ãî ðàçãëåäàìå Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) = ze
1

z−1 âî
îêîëèíà íà òî÷êàòà z = a = 1. Òîãàø,

f (z) = (z − 1 + 1) e
1

z−1 = (z − 1)

+∞∑
n=0

1

n!
· 1

(z − 1)n
+

+∞∑
n=0

1

n!
· 1

(z − 1)n
=

= (z − 1) +
1

1!
+

1

2!
· 1

z − 1
+ ...+ 1 +

1

1!
· 1

z − 1
+ ... =

= (z − 1) + 1 +

(
1

2!
+

1

1!

)
1

z − 1
+ ....

Ñïîðåä òîà, c−1 = 1 +
1

2
=

3

2
= Res

z=1
f (z).

3) Äà ãî ðàçãëåäàìå Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) =
ez

2

z2k+1
,

k ∈ N âî îêîëèíà íà òî÷êàòà z = a = 0. Òîãàø

f (z) =
1

z2k+1

+∞∑
n=0

z2n

n!
=

+∞∑
n=0

z2n−2k−1

n!
,

ïà çà äà ãî îïðåäåëèìå c−1 ãî áàðàìå ðåøåíèåòî íà ðàâåíêàòà
2n − 2k − 1 = −1, îä êàäå äîáèâàìå äåêà n = k. Ñïîðåä òîà,

c−1 =
1

k!
= Res

z=0
f (z).

Çàäà÷à 4.6. Îïðåäåëè Res
z=a

[
g (z)

f ′ (z)

f (z)

]
, àêî g (z) å õîëîìîðôíà ôóíê-

öèjà, a ̸= ∞ è:

1) Àêî z = a å íóëà îä ðåä m çà ôóíêöèjàòà f (z).

2) Àêî z = a å ïîë îä ðåä m çà ôóíêöèjàòà f (z).

Ðåøåíèå. 1) Íåêà z = a å íóëà îä ðåä m çà ôóíêöèjàòà f (z) è ñî

F (z) = g (z)
f ′ (z)

f (z)
. Òîãàø f (z) = (z − a)mφ (z), çà φ (a) ̸= 0 è

φ ∈ H (D (a)) è

F (z) = g (z)
f ′ (z)

f (z)
= g (z)

m(z − a)m−1φ (z) + (z − a)mφ′ (z)

(z − a)mφ (z)
=

= g (z)

[
m

z − a
+
φ′ (z)

φ (z)

]
.

Ïðèòîà, g ∈ H (D (a)), φ (a) ̸= 0 è φ ∈ H (D (a)). Çà c−1 èìàìå äåêà
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c−1 = Res
z=a

F (z) =
1

2πi

∫
|z−a|=r

F (z) dz =

=
1

2πi

∫
|z−a|=r

mg (z)

z − a
dz +

1

2πi

∫
|z−a|=r

φ′ (z)

φ (z)
g (z) dz.

Èçáèðàìå äîâîëíî ìàëî r > 0 òàêà øòî ôóíêöèjàòà φ (z) íåìà ñèí-
ãóëàðèòåòè âî êðóãîò Dr = {z| |z| < r}. Êîðèñòåj�êè jà Êîøèåâàòà
èíòåãðàëíà ôîðìóëà äîáèâàìå äåêà

1

2πi

∫
|z−a|=r

mg (z)

z − a
dz = mg (a) ,

à îä Êîøèåâàòà òåîðåìà äîáèâàìå äåêà

1

2πi

∫
|z−a|=r

φ′ (z)

φ (z)
g (z) dz = 0.

Êîíå÷íî, çàêëó÷óâàìå c−1 = mg (a) = Res
z=a

[
g (z)

f ′ (z)

f (z)

]
.

2) Íåêà z = a å ïîë îä ðåä m çà ôóíêöèjàòà f (z) è F (z) = g (z)
f ′ (z)

f (z)
.

Òîãàø f (z) = (z − a)−mφ (z), çà φ (a) ̸= 0 è φ ∈ H (D (a)) è

F (z) = g (z)
f ′ (z)

f (z)
= g (z)

−m(z − a)−m−1φ (z) + (z − a)−mφ′ (z)

(z − a)−mφ (z)
=

= g (z)

[
−m
z − a

+
φ′ (z)

φ (z)

]
.

Ïðèòîà, g ∈ H (D (a)), φ (a) ̸= 0 è φ ∈ H (D (a)). Çà c−1 èìàìå äåêà

c−1 = Res
z=a

F (z) =
1

2πi

∫
|z−a|=r

F (z) dz =

=
1

2πi

∫
|z−a|=r

−mg (z)
z − a

dz +
1

2πi

∫
|z−a|=r

φ′ (z)

φ (z)
g (z) dz.

Èçáèðàìå äîâîëíî ìàëî r > 0 òàêà øòî ôóíêöèjàòà φ (z) íåìà ñèí-
ãóëàðèòåòè âî êðóãîò Dr = {z| |z| < r}. Êîðèñòåj�êè jà Êîøèåâàòà
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èíòåãðàëíà ôîðìóëà äîáèâàìå äåêà

1

2πi

∫
|z−a|=r

−mg (z)
z − a

dz = −mg (a) ,

à îä Êîøèåâàòà òåîðåìà äîáèâàìå äåêà

1

2πi

∫
|z−a|=r

φ′ (z)

φ (z)
g (z) dz = 0.

Êîíå÷íî, çàêëó÷óâàìå c−1 = −mg (a) = Res
z=a

[
g (z)

f ′ (z)

f (z)

]
.

Çàäà÷à 4.7. Ïðåñìåòàj Res
z=a

f (z) çà ôóíêöèjàòà f (z) =
e

1
z zm

z + 1
, m ∈ N,

âî íåjçèíèòå ïîëîâè è åñåíöèjàëíè ñèíãóëàðèòåòè íà ïðîøèðåíàòà êîì-
ïëåêñíà ðàìíèíà.

Ðåøåíèå. Îä

lim
z→−1

f (z) = lim
z→−1

e
1
z zm

z + 1
= ∞ è lim

z→∞
f (z) = lim

z→∞

e
1
z zm

z + 1
= ∞

äîáèâàìå äåêà z = −1 è z = ∞ ñå ïîëîâè çà äàäåíàòà ôóíêöèjà. Îä òîà
øòî ãëàâíèîò äåë îä Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà f (z) âî îêîëèíà
íà òî÷êàòà z = 0 ñîäðæè áåñêîíå÷íî ìíîãó ÷ëåíîâè, äîáèâàìå äåêà
z = 0 å åñåíöèjàëåí ñèíãóëàðèòåò çà ôóíêöèjàòà. Âî ïðîäîëæåíèå �êå ãè
ïðåñìåòàìå îñòàòîöèòå âî ñèíãóëàðèòåòèòå. Jàñíî å äåêà z = −1 å ïðîñò
ïîë çà ôóíêöèjàòà f (z), ïà

Res
z=−1

f (z) = lim
z→−1

(z + 1) f (z) = lim
z→−1

(z + 1)
e

1
z zm

z + 1
=

= lim
z→−1

e
1
z zm =

(−1)m

e
.

Çà z = 0, ãî ðàçãëåäóâàìå Ëîðàíîâèîò ðàçâîj íà ôóíêöèjàòà âî òàà
òî÷êà. Jàñíî å äåêà íà îáëàñòà D = {z| |z| < 1} âàæè

1

1 + z
=

+∞∑
n=0

(−z)n =

+∞∑
n=0

(−1)nzn è e
1
z =

+∞∑
n=0

1

n!
· 1

zn
.

Ñïîðåä òîà,

53



ÃËÀÂÀ 4. ÎÑÒÀÒÎÖÈ (ÐÅÇÈÄÈÓÌÈ)

f (z) =
1

z + 1
e

1
z zm =

(
+∞∑
n=0

(−1)nzn
)(

+∞∑
n=0

1

n!
· 1

zn

)
zm = zm

+∞∑
l=0

cl.

Âî ïîñëåäíèîò èçðàç èìàìå ïðîèçâîä íà äâà ñòåïåíñêè ðåäà è

cl =
l∑

s=0
asbl−s, êàäå an = (−1)nzn è bn =

1

n!
· 1

zn
. Òîãàø

cl =
l∑

s=0

asbl−s =
l∑

s=0

(−1)s
1

(l − s)!
zsz−(l−s) =

=

l∑
s=0

(−1)s
1

(l − s)!
zsz−(l−s) =

l∑
s=0

(−1)s
1

(l − s)!
z2s−l.

Ïà,

f (z) = zm
+∞∑
l=0

cl = zm
+∞∑
l=0

(
l∑

s=0

(−1)s
1

(l − s)!
z2s−l

)
=

=

+∞∑
l=0

(
l∑

s=0

(−1)s
1

(l − s)!
z2s−l+m

)
,

êàäå l ∈ N,m å ôèêñåí è s = 0, 1, ..., l. Îä ïîñëåäíèîò îáëèê, jàñíî å äåêà
áàðàìå l è s çà êîè âàæè 2s− l+m = −1, ïà çà s = 0 èìàìå m− l = −1
îäíîñíî l = m + 1, çà s = 1 èìàìå m − l = −3 îäíîñíî l = m + 3, çà
s = 2 èìàìå m− l = −5 îäíîñíî l = m+5 è îïøòî çà s = p ∈ N0 èìàìå
m− l = −1− 2p îäíîñíî l = m+ (2p+ 1). Ñïîðåä òîà,

c−1 =
(−1)0

(m+ 1− 0)!
+

(−1)1

(m+ 3− 1)!
+

(−1)2

(m+ 5− 2)!
+ ... =

=
1

(m+ 1)!
− 1

(m+ 2)!
+

1

(m+ 3)!
− ... =

+∞∑
p=0

(−1)p

(m+ p+ 1)!
= Res

z=0
f (z) .

Çà ïðåñìåòóâà»å íà Res
z=∞

f (z) �êå jà èñêîðèñòèìå Òåîðåìà 4.2. Ôóíêöè-

jàòà êîjà å ïðåäìåò íà ðàçãëåäóâà»å âî îâàà çàäà÷à, èìà ñèíãóëàðèòåòè
åäèíñòâåíî âî òî÷êèòå z = −1, z = 0 è z = ∞. Ïà ñïîðåä Òåîðåìà 4.2,
äîáèâàìå äåêà

Res
z=−1

f (z) + Res
z=0

f (z) + Res
z=∞

f (z) = 0.

Àêî âî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ãè çàìåíèìå ïðåòõîäíî äîáèåíèòå ðåçóë-
òàòè, äîáèâàìå äåêà
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Res
z=∞

f (z) = −
(
Res
z=−1

f (z) + Res
z=0

f (z)

)
=

−

(
(−1)m

e
+

+∞∑
p=0

(−1)p

(m+ p+ 1)!

)
.

Çàäà÷à 4.8. Ïðåñìåòàj Res
z=∞

f (z) çà ôóíêöèjàòà f (z) = 1 +
1

z
.

Ðåøåíèå. Ñî ïîìîø íà Òåîðåìà 4.3 äîáèâàìå äåêà

Res
z=∞

f (z) = −Res
z=0

f

(
1

z

)
· 1

z2
= −Res

z=0
(1 + z)

1

z2
= −Res

z=0

1 + z

z2
=

= − 1

(2− 1)!
lim
z→0

(
z2 · 1 + z

z2

)′
= − 1

1!
lim
z→0

(1 + z)′ = −1.

Çàäà÷à 4.9. Ïðåñìåòàj Res
z=∞

f (z) çà ôóíêöèjàòà:

1) f (z) =
z2 − z + 1

z3 − 2z + 1
,

2) f (z) =
z2 − z − 1

z2 + z − 1
,

3) f (z) = z sin
1

z + 1
.

Ðåøåíèå. 1) Çà f

(
1

z

)
äîáèâàìå èçðàç îä îáëèê

f

(
1

z

)
=

(
1

z

)2

− 1

z
+ 1(

1

z

)3

− 2
1

z
+ 1

=

1− z + z2

z2

1− 2z2 + z3

z3

=
z
(
1− z + z2

)
1− 2z2 + z3

,

îä êàäå äîáèâàìå äåêà f

(
1

z

)
å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà âî òî÷êàòà

z = 0, ïà è f (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà âî òî÷êàòà z = ∞. Îä òîà

øòî,
1

z2
f

(
1

z

)
=

1− z + z2

z (1− 2z2 + z3)
èìàìå äåêà z = 0 å ïðîñò ïîë çà

1

z2
f

(
1

z

)
, ïà äîáèâàìå äåêà

Res
z=∞

z2 − z + 1

z3 − 2z + 1
= −Res

z=0

1− z + z2

z (1− 2z2 + z3)
= − lim

z→0

1− z + z2

1− 2z2 + z3
= −1.
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2) Îä òîà øòî

1

z2
f

(
1

z

)
=

1

z2
·

(
1

z

)2

− 1

z
− 1(

1

z

)2

+
1

z
− 1

=
1− z − z2

z2 (1 + z − z2)
,

äîáèâàìå äåêà òî÷êàòà z = 0 å ïîë îä ðåä 2 çà ôóíêöèjàòà
1

z2
f

(
1

z

)
.

Òîãàø

Res
z=∞

z2 − z − 1

z2 + z − 1
= −Res

z=0

1− z − z2

z2 (1 + z − z2)
= − lim

z→0

(
1− z − z2

1 + z − z2

)′
= 2.

3) Åäèíñòâåí êîíå÷åí ñèíãóëàðèòåò íà ôóíêöèjàòà å òî÷êàòà z = −1.

Çàòîà øòî
1

z2
f

(
1

z

)
=

1

z3
sin

z

1 + z
, äîáèâàìå äåêà z = 0 å ïîë îä ðåä

3 çà ôóíêöèjàòà
1

z2
f

(
1

z

)
. Òîãàø

Res
z=∞

(
z sin

1

z + 1

)
= −Res

z=0

(
1

z3
sin

z

1 + z

)
=

= − 1

(3− 1)!
lim
z→0

(
sin

z

1 + z

)′′
= 1.
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4.2 Îñíîâíà òåîðåìà çà ðåçèäèóìè

Òåîðåìà 4.4 (Îñíîâíà òåîðåìà çà ðåçèäèóìè). Íåêà f (z) å õîëîìîðôíà
ôóíêöèjà íà îãðàíè÷åíà îáëàñò Ω, îñâåí âî êîíå÷åí áðîj òî÷êè zi ∈ Ω,
i = 1, 2, ..., n âî êîè f (z) èìà ñèíãóëàðèòåòè. Òîãàø âàæè∫

∂Ω

f (z) dz = 2πi
n∑

i=1

Res
z=zi

f (z).

Çàäà÷à 4.10. Ïðåñìåòàj ãî èíòåãðàëîò

I =

∫
Γ

z

(z2 − 1)2 (z2 + 1)
dz,

êàäå z = x+ iy è Γ : x2 + y2 − 4x− 2 = 0.

Ñëèêà 4.1. Ãðàôè÷êè ïðèêàç íà
îáëàñòà

Ðåøåíèå.Ñî ñðåäóâà»å íà èçðàçîò x2 + y2 − 4x− 2 = 0 äîáèâàìå
x2 + y2 − 4x− 2 = 0 ⇔
⇔ x2 − 4x+ 4 + y2 = 6 ⇔
⇔ x2 − 4x+ 4 + y2 = 6 ⇔
⇔ (x− 2)2 + y2 = 6 ⇔
⇔ (x− 2)2 + y2 =

(√
6
)2

îäíîñíî äîáèâàìå äåêà êðèâàòà
íà èíòåãðàöèjà å êðóæíèöà ñî
öåíòàð âî òî÷êàòà ñî êîîðäèíàòè
(2, 0) è äîëæèíà íà ðàäèóñ

√
6.

Ñèíãóëàðèòåòèòå íà ïîäèíòåãðàë-
íàòà ôóíêöèjà

f (z) =
z

(z2 − 1)2 (z2 + 1)

ñå äîáèâààò êàêî ðåøåíèjà íà ðàâåíêàòà
(
z2 − 1

)2 (
z2 + 1

)
= 0. Ñïîðåä

òîà ñèíãóëàðèòåòè íà f (z) ñå z = i, z = −i, z = 1 è z = −1, è òèå ñå
íåjçèíè ïîëîâè. Íà Ñëèêà 4.1 jàñíî ñå ãëåäà äåêà z = i, z = −i è z = 1 ñå
íàî�ãààò âî âíàòðåøíîñòà íà îáëàñòà îãðàíè÷åíà ñî Γ, äîäåêà ïàê z = −1
å âî íàäâîðåøíîñòà. Òîãàø ñî ïðèìåíà íà Òåîðåìà 4.4 äîáèâàìå äåêà

I = 2πi

(
Res
z=−i

f (z) + Res
z=i

f (z) + Res
z=1

f (z)

)
Âî ïðîäîëæåíèå �êå ãè ïðåñìåòàìå îñòàòîöèòå âî ñèíãóëàðèòåòèòå êîè
ñå íàî�ãààò âî âíàòðåøíîñòà íà îáëàñòà îãðàíè÷åíà ñî Γ.
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Çà z = −i è z = i êîè ñå ïðîñòè ïîëîâè çà ôóíêöèjàòà f (z)

Res
z=−i

f (z) = lim
z→−i

(z + i)
z

(z2 − 1)2 (z − i) (z + i)
=

= lim
z→−i

z

(z2 − 1)2 (z − i)
=

−i
4 · (−2i)

=
1

8

è
Res
z=i

f (z) = lim
z→i

(z − i)
z

(z2 − 1)2 (z − i) (z + i)
=

= lim
z→i

z

(z2 − 1)2 (z + i)
=

i

4 · 2i
=

1

8
.

Çà z = 1 êîj å ïîë îä ðåä 2 çà ôóíêöèjàòà f (z)

Res
z=1

f (z) =
1

1!
lim
z→1

(
(z − 1)2

z

(z − 1)2(z + 1)2 (z2 + 1)

)′
=

= lim
z→1

(
z

(z + 1)2 (z2 + 1)

)′
=

= lim
z→1

(z + 1)2
(
z2 + 1

)
− z

(
2 (z + 1)

(
z2 + 1

)
+ (z + 1)2 · 2z

)
(z + 1)4(z2 + 1)2

=

=
4 · 2− 1 · (2 · 2 · 2 + 4 · 2 · 1)

24 · 22
=

−8

64
= −1

8
.

Ñïîðåä òîà äîáèâàìå äåêà I = 2πi

(
1

8
+

1

8
− 1

8

)
=

2πi

8
=
πi

4
.

Çàäà÷à 4.11. Ïðåñìåòàj ãî èíòåãðàëîò I =

∫
|z|=3

dz

z5 (z20 − 3)
.

Ðåøåíèå. Ñèíãóëàðèòåòèòå íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèjà

f (z) =
1

z5 (z20 − 3)
ñå z = 0 êîj å ïîë îä ðåä 5 è z = 20

√
3e

kπ
10 ,

k = 0, 1, ..., 19 êîè ñå ïðîñòè ïîëîâè. Ñèòå ïîëîâè ïðèïà�ãààò âî âíà-
òðåøíîñòà íà îáëàñòà îãðàíè÷åíà ñî |z| = 3. Çíà÷è, ïîäèòåãðàëíàòà
ôóíêöèjà f (z) èìà âêóïíî 21 ïîë âî |z| ≤ 3. Âî ïðîøèðåíàòà êîì-
ïëåêñíà ðàìíèíà ñèíãóëàðèòåò íà f (z) å è z = ∞. Îä Òåîðåìà 4.2

èìàìå äåêà
22∑
i=1

Res
z=zi

f (z) = 0 âî ïðîøèðåíàòà êîìïëåêñíà ðàìíèíà, ïà

21∑
i=1

Res
z=zi

f (z) = −Res
z=∞

f (z). Ñî ïîìîø íà Òåîðåìà 4.3 çà Res
z=∞

f (z) äîáè-
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âàìå

Res
z=∞

f (z) = −Res
z=0

(
1

z2
f

(
1

z

))
=

−Res
z=0

 1

z2
· 1(

1
z

)5 ((1
z

)20 − 3
)
 = −Res

z=0

(
1

z2
· 1

1
z5

· 1−3z20

z20

)
=

= −Res
z=0

(
1

z2
· z25

1− 3z20

)
= −Res

z=0

(
z23

1− 3z20

)
= 0.

Çíà÷è,
21∑
i=1

Res
z=zi

f (z) = 0, ïà I = 2πi
21∑
i=1

Res
z=zi

f (z) = 2πi · 0 = 0.

Çàäà÷à 4.12. Ïðåñìåòàj ãî èíòåãðàëîò

∫
C

dz

1 + z4
êàäå C = {z| |z − 1| = 1}.

Ñëèêà 4.2. Ãðàôè÷êè ïðèêàç íà
îáëàñòà

Ðåøåíèå. Íåêà ñî f (z) =
1

1 + z4
jà îçíà÷èìå ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèjà.

Ðåøåíèjàòà íà ðàâåíêàòà
1 + z4 = 0 ñå

zk = cos
π + 2kπ

4
+ i sin

π + 2kπ

4
,

k = 0, 1, 2, 3, îäíîñíî

z0 =

√
2

2
+ i

√
2

2
, z1 = −

√
2

2
+ i

√
2

2
,

z2 = −
√
2

2
−i

√
2

2
è z3 =

√
2

2
−i

√
2

2
.

Çíà÷è, ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöè-
jà èìà ÷åòèðè ñèãóëàðèòåòà è ñèòå
ñå ïðîñòè ïîëîâè.

Ñàìî ïîëîâèòå z0 è z3 ïðè-
ïà�ãààò âî âíàòðåøíîñòà íà îáëà-
ñòà îãðàíè÷åíà ñî êðèâàòà íà èí-
òåãðàöèjà C (Ñëèêà 4.2), ïà∫

C

dz

1 + z4
= 2πi

[
Res
z=z0

f (z) + Res
z=z3

f (z)

]
.

Ñî ïîìîø íà Çàäà÷à 4.2 ãè ïðåñìåòóâàìå áàðàíèòå ðåçèäèóìè, ïà èìàìå

Res
z=

√
2

2
+i

√
2

2

f (z) = lim
z→

√
2
2
+i

√
2
2

1

(1 + z4)′
= lim

z→
√

2
2
+i

√
2

2

1

4z3
=

2(√
2 + i

√
2
)3 ,
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Res
z=

√
2
2
−i

√
2
2

f (z) = lim
z→

√
2

2
−i

√
2

2

1
(1+z4)′

= lim
z→

√
2
2
−i

√
2
2

1
4z3

= 2

(
√
2−i

√
2)

3 .

Ñïîðåä òîà äîáèâàìå∫
C

dz

1 + z4
= 2πi

[
2(√

2 + i
√
2
)3 +

2(√
2− i

√
2
)3
]
=

= 4πi ·
(√

2− i
√
2
)3

+
(√

2 + i
√
2
)3(√

2 + i
√
2
)3(√

2− i
√
2
)3 =

= 4πi · −4
√
2 + 4

√
2i− 4

√
2i− 4

√
2

64
= 4πi · −8

√
2

64
=

−π
√
2i

2
.

Çàäà÷à 4.13. Ïðåñìåòàj ãî èíòåãðàëîò

∫
C

dz

(z + 1)2 (z2 + 1)
êàäå

C = {z| |z + 1− i| = 2}.

Ñëèêà 4.3. Ãðàôè÷êè ïðèêàç íà
îáëàñòà

Ðåøåíèå. Ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèjà f (z) =
1

(z + 1)2 (z2 + 1)
èìà ñèíãó-

ëàðèòåòè z1 = −1, z2 = −i è
z3 = i. Ïðèòîà z1 å ïîë îä ðåä
2, à z2 è z3 ñå ïðîñòè ïîëîâè. Âî
âíàòðåøíîñòà íà îáëàñòà îãðàíè-
÷åíà ñî êðèâàòà íà èíòåãðàöèjà
ïðèïà�ãààò ïîëîâèòå z1 è z3 (Ñëè-
êà 4.3), ïà∫

C

1

(z + 1)2 (z2 + 1)
dz =

= 2πi

[
Res
z=z1

f (z) + Res
z=z3

f (z)

]
.

Îä

Res
z=−1

f (z) =
1

(2− 1)!
lim

z→−1

(
(z + 1)2

1

(z + 1)2 (z2 + 1)

)′
=

= lim
z→−1

(
1

z2 + 1

)′
= lim

z→−1

−2z

(z2 + 1)2
=

1

2

è

Res
z=i

f (z) = lim
z→i

(z − i)
1

(z + 1)2 (z − i) (z + i)
=
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= lim
z→i

1

(z + 1)2 (z + i)
=

1

2i(i+ 1)2
= −1

4
,

äîáèâàìå äåêà ∫
C

1

(z + 1)2 (z2 + 1)
dz = 2πi

[
1

2
− 1

4

]
=
πi

2
.

Çàäà÷à 4.14. Ïðåñìåòàj ãî èíòåãðàëîò

∫
C

z2

z3 − 1
dz êàäå C = {z| |z| = 2}.

Ñëèêà 4.4. Ãðàôè÷êè ïðèêàç íà
îáëàñòà

Ðåøåíèå. Ñèíãóëàðèòåòèòå íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèjà f (z) =
z2

z3 − 1
ñå ðåøåíèjàòà íà ðàâåíêàòà
z3 − 1 = 0, îäíîñíî

zk = cos
2kπ

3
+i sin

2kπ

3
, k = 0, 1, 2,

ò.å. z0 = 1, z1 = −1

2
+ i

√
3

2
è

z2 = −1

2
− i

√
3

2
. Ñèòå ñèíãóëàðè-

òåòè ñå ïðîñòè ïîëîâè êîè ïðè-
ïà�ãààò âî âíàòðåøíîñòà íà îáëà-
ñòà îãðàíè÷åíà ñî êðèâàòà íà èí-
òåãðàöèjà (Ñëèêà 4.4), ïà∫
C

z2

z3 − 1
dz = 2πi

[
Res
z=z0

f (z) + Res
z=z1

f (z) + Res
z=z2

f (z)

]
.

Ñî ïîìîø íà Çàäà÷à 4.2 ãè ïðåñìåòóâàìå áàðàíèòå ðåçèäèóìè, ïà èìàìå

Res
z=1

f (z) = lim
z→1

z2

(z3 − 1)′
= lim

z→1

z2

3z2
=

1

3
,

Res
z=− 1

2
+i

√
3

2

f (z) = lim
z→− 1

2
+i

√
3
2

z2

(z3 − 1)′
= lim

z→− 1
2
+i

√
3

2

z2

3z2
=

1

3
è

Res
z=− 1

2
−i

√
3

2

f (z) = lim
z→− 1

2
−i

√
3

2

z2

(z3 − 1)′
= lim

z→− 1
2
−i

√
3
2

z2

3z2
=

1

3
.

Ñïîðåä òîà äîáèâàìå
∫
C

z2

z3 − 1
dz = 2πi

[
1

3
+

1

3
+

1

3

]
= 2πi.
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4.2.1 Èíòåãðàëè îä âèäîò

2π∫
0

R (cos t, sin t) dt

Ðàçãëåäóâàìå èíòåãðàëè êîè ñîäðæàò òðèãîíîìåòðèñêè ôóíêöèè âî ïî-
äèíòåãðàëíàòà ôóíêöèjà, îäíîñíî èíòåãðàëè îä îáëèê

2π∫
0

R (cos t, sin t) dt,

êàäå R (x, y) å äðîáíî-ðàöèîíàëíà ôóíêöèjà äåôèíèðàíà íà âíàòðåø-
íîñòà íà åäèíå÷íèîò êðóã D = {z = x+ iy| |z| = 1}. Èíòåãðàëèòå îä
ðåàëíà ôóíêöèjà îä îâîj âèä, ïðåìèíóâààò âî êðèâîëèíèñêè èíòåãðàëè
îêîëó åäèíå÷íèîò êðóã ñî ñìåíàòà z = eit, òàêà øòî äîáèâàìå äåêà

dz = ieitdt = izdt,

cos t =
eit + e−it

2
=

1

2

(
z +

1

z

)
,

sin t =
eit − e−it

2i
=

1

2i

(
z − 1

z

)
.

Ñïîðåä òîà, ãîðåíàâåäåíèîò èíòåãðàë ïðåìèíóâà âî îáëèê

2π∫
0

R (cos t, sin t) dt =

∫
|z|=1

1

iz
R

(
z + z−1

2
,
z − z−1

2i

)
dz =

= 2πi
n∑

i=1

Res
z=zi

[
1

iz
R

(
z + z−1

2
,
z − z−1

2i

)]
,

êàäå zi, i = 1, ..., n ñå ñèãóëàðèòåòèòå íà ôóíêöèjàòà âî âíàòðåøíîñòà
íà åäèíå÷íèîò êðóã.

Çàäà÷à 4.15. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà èíòåãðàëîò

2π∫
0

cos 2x

2 + cosx
dx.

Ðåøåíèå. Ñî ïîìîø íà ïðåòõîäíî âîâåäåíàòà ñìåíà, çà z = eix, äàäå-
íèîò èíòåãðàë ãî òðàíñôîðìèðàìå âî îáëèê
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2π∫
0

cos 2x

2 + cosx
=

∫
|z|=1

1

iz

1

2

(
z2 +

1

z2

)

2 +

(
z +

1

z

)
2

dz == −i
∫

|z|=1

1

z

z4 + 1

2z2

4z + z2 + 1

2z

dz =

−i
∫

|z|=1

z4 + 1

z2 (z2 + 4z + 1)
dz.

Íåêà ñî f (z) =
z4 + 1

z2 (z2 + 4z + 1)
jà îçíà÷èìå ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöè-

jà. Îä òîà øòî ðåøåíèjà íà ðàâåíêàòà z2
(
z2 + 4z + 1

)
= 0 ñå z1 = 0,

z2 = −2 −
√
3 è z3 = −2 +

√
3, ãè äîáèâàìå ñèíãóëàðèòåòèòå íà ïîäèí-

òåãðàëíàòà ôóíêöèjà. Ïðèòîà, äîáèâàìå äåêà z = 0 å ïîë îä ðåä 2, à
z = −2 −

√
3 è z = −2 +

√
3 ñå ïðîñòè ïîëîâè. Jàñíî å äåêà z1 = 0 è

z3 = −2 +
√
3 ïðèïà�ãààò âî åäèíå÷íèîò êðóã. Êîðèñòåj�êè ãè ñâîjñòâàòà

çà ïðåñìåòóâà»å íà îñòàòîöè âî ñëó÷àj íà ïîëîâè, äîáèâàìå äåêà

Res
z=0

f (z) = lim
z→0

(
z4 + 1

z2 + 4z + 1

)′
= −4

è

Res
z=−2+

√
3
f (z) = lim

z→(−2+
√
3)

z4 + 1

z2
(
z + 2 +

√
3
) =

7√
3
.

Ñïîðåä òîà,

2π∫
0

cos 2x

2 + cosx
dx = (−i) 2πi

[
Res
z=0

f (z) + Res
z=−2+

√
3
f (z)

]
= 2π

(
−4 +

7√
3

)
.

Çàäà÷à 4.16. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà èíòåãðàëîò

π∫
0

1

a− b cosx
dx çà

a > b > 0.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèjàòà f (x) =
1

a− b cosx
å ïàðíà ôóíêöèjà, çàòîà øòî

âàæè

f (−x) = 1

a− b cos (−x)
=

1

a− b cosx
= f (x) .

Ñïîðåä òîà,

I =

π∫
0

1

a− b cosx
dx =

1

2

2π∫
0

1

a− b cosx
dx.
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Ñî ïîìîø íà èäåíòèòåòîò cosx =
eix + e−ix

2
, äîáèâàìå äåêà

I =
1

2

2π∫
0

1

a− b cosx
dx =

1

2

2π∫
0

dx

a− b
eix + e−ix

2

=
1

2

2π∫
0

dx

a− b
e2ix + 1

2eix

=

=
1

2

2π∫
0

2eix

2aeix − b (e2ix + 1)
dx =

2π∫
0

eix

2aeix − b (e2ix + 1)
dx.

Ïà ñî ñìåíàòà z = eix îâîj èíòåãðàë ìîæå äà ñå òðàíñôîðìèðà âî êðè-
âîëèíèñêè èíòåãðàë

I =

∫
|z|=1

1

iz
· z

2az − b (z2 + 1)
dz =

1

i

∫
|z|=1

dz

2az − bz2 − b
=

= i

∫
|z|=1

dz

bz2 − 2az + b
.

Íåêà ñî f (z) =
1

bz2 − 2az + b
jà îçíà÷èìå ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèjà.

Îä òîà øòî ðåøåíèjà íà ðàâåíêàòà bz2−2az+b = 0 ñå z1 =
a+

√
a2 − b2

b

è z2 =
a−

√
a2 − b2

b
ãè äîáèâàìå ñèíãóëàðèòåòèòå íà ïîäèíòåãðàëíàòà

ôóíêöèjà. Jàñíî å äåêà z1 è z2 ñå ðåàëíè êîðåíè íà ðàâåíêàòà, çàòîà øòî

a > b > 0, ïà (a− b) (a+ b) > 0. Îä äðóãà ñòðàíà,
a

b
> 1, ïà z1 å íàäâîð

îä åäèíå÷íèîò êðóã. Çíà÷è åäèíñòâåí ñèãóëàðèòåò êîj ãî ðàçãëåäóâàìå å

z2 =
a−

√
a2 − b2

b
êîjøòî å ïðîñò ïîë çà ôóíêöèjàòà f (z). Ñïîðåä òîà,

Res
z=z2

f (z) = Res
z=z2

(
1

bz2 − 2az + b

)
=

= lim
z→z2


(
z − a−

√
a2 − b2

b

)
1

b

(
z − a−

√
a2 − b2

b

)(
z − a+

√
a2 − b2

b

)
 =
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= lim
z→z2

 1

b

(
z − a+

√
a2 − b2

b

)
 =

 1

b

(
a−

√
a2 − b2

b
− a+

√
a2 − b2

b

)
 =

=
1

−2
√
a2 − b2

Êîíå÷íî äîáèâàìå äåêà

I =

π∫
0

1

a− b cosx
dx =

1

2

2π∫
0

1

a− b cosx
dx = i·2πi 1

−2
√
a2 − b2

=
π√

a2 − b2
.
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4.2.2 Èíòåãðàëè îä âèäîò

+∞∫
−∞

f (x) dx

Çà èíòåãðàëèòå îä òèïîò

+∞∫
−∞

f (x) dx, òàêâè øòî:

1. f (z) å äðîáíî-ðàöèîíàëíà ôóíêöèjà áåç ñèíãóëàðèòåòè íà ðåàëíàòà
îñêà;

2. lim
z→∞

zf (z) = 0,

Ñëèêà 4.5. Ãðàôè÷êè ïðèêàç íà
îáëàñòà

âàæè

+∞∫
−∞

f (x) dx = 2πi
n∑

i=1

Res
z=zi

f (z),

êàäå zi, i = 1, 2, ..., n ñå ñèãóëàðè-
òåòèòå íà ôóíêöèjàòà f (z) âî ãîð-
íàòà ïîëóðàìíèíà.
Jà èíòåãðèðàìå f (z) íà çàòâî-
ðåíàòà êðèâà C êîjà ñå ñî-
ñòîè îä ãîðíàòà ïîëóêðóæíèöà
íà CR ((0, 0) , R) è äèjàìåòàðîò îä
−R äî R. Ñïîðåä òîà, îä îñíîâíà-
òà òåîðåìà çà ðåçèäèóìè

∫
C

f (z) dz =

R∫
−R

f (z) dz +

∫
CR

f (z) dz = 2πi
n∑

i=1

Res
z=zi

f (z),

êàäå zi, i = 1, 2, ..., n ñå ïîëîâè íà f (z) âî âíàòðåøíîñòà íà C. Êàêî øòî
R→ ∞ ñèòå ïîëîâè íà f (z) âî ãîðíàòà ïîëóðàìíèíà �êå ñå íàjäàò âî C.

Çà òâðäå»åòî, äîâîëíî å äà ïîêàæåìå äåêà lim
R→∞

∫
CR

f (z) dz = 0. Äà ãî

ðàçãëåäàìå ìîäóëîò íà èíòåãðàëîò

∫
CR

f (z) dz. Òîãàø,

∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
π∫

0

∣∣f (Reit)∣∣Ridt ≤ max
0≤t≤π

∣∣f (Reit)∣∣R π∫
0

dt =
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= πmax
z∈CR

|zf (z)| → 0,

êîãà R→ ∞, áèäåj�êè lim
z→∞

zf (z) = 0.

Çàäà÷à 4.17. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà èíòåãðàëîò

+∞∫
−∞

x4

1 + x6
dx.

Ðåøåíèå. Íåêà f (z) =
z4

1 + z6
. Ðåøåíèjàòà íà ðàâåíêàòà 1 + z6 = 0 ñå

zk = cos
π + 2kπ

6
+ i sin

π + 2kπ

6
, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5,

îäíîñíî z0 =

√
3 + i

2
, z1 = i, z2 =

−
√
3 + i

2
, z3 =

−
√
3− i

2
, z4 = −i è

z5 =

√
3− i

2
, è íèòó åäåí îä íèâ íå ëåæè íà ðåàëíàòà îñêà. Âî ãîðíàòà

ïîëóðàìíèíà ñå z0, z1 è z2 è òèå ñå ïðîñòè ïîëîâè çà äàäåíàòà ôóíêöèjà.

Èñòî òàêà å èñïîëíåòî äåêà lim
z→∞

zf (z) = lim
z→∞

z5

1 + z6
= 0. Ñïîðåä òîà,

R∫
−R

z4

1 + z6
dz +

∫
CR

z4

1 + z6
dz = 2πi

[
Res
z=z0

f (z) + Res
z=z1

f (z) + Res
z=z2

f (z)

]
,

îäíîñíî

+∞∫
−∞

z4

1 + z6
dz+ lim

R→∞

∫
CR

z4

1 + z6
dz = 2πi

[
Res
z=z0

f (z) + Res
z=z1

f (z) + Res
z=z2

f (z)

]
.

Ñî ïîìîø íà Çàäà÷à 4.2 ãè ïðåñìåòóâàìå áàðàíèòå ðåçèäèóìè, ïà èìàìå

Res
z=

√
3+i
2

f (z) = lim
z→

√
3+i
2

z4

(1 + z6)′
= lim

z→
√
3+i
2

1

6z
=

√
3− i

12
,

Res
z=i

f (z) = lim
z→i

z4

(1 + z6)′
= lim

z→i

1

6z
= − i

6
,

Res
z=−

√
3+i
2

f (z) = lim
z→−

√
3+i
2

z4

(1 + z6)′
= lim

z→−
√
3+i
2

1

6z
=

−
√
3− i

12
.

Çíà÷è, 2πi

[
Res
z=z0

f (z) + Res
z=z1

f (z) + Res
z=z2

f (z)

]
=

2π

3
. Îä äðóãà ñòðàíà,

67



ÃËÀÂÀ 4. ÎÑÒÀÒÎÖÈ (ÐÅÇÈÄÈÓÌÈ)

∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

z4

1 + z6
dz

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

π∫
0

R4e4it

1 +R6e6it
Rieitdt

∣∣∣∣∣∣ ≤
π∫

0

∣∣∣∣ R4e4it

1 +R6e6it
Rieit

∣∣∣∣ dt ≤

≤ R5

1−R6

π∫
0

dt =
πR5

1−R6
→ 0,

êîãà R→ ∞. Îä ñåòî îâà äîáèâàìå äåêà

+∞∫
−∞

z4

1 + z6
dz + lim

R→∞

∫
CR

z4

1 + z6
dz =

+∞∫
−∞

z4

1 + z6
dz =

2π

3
,

îäíîñíî
+∞∫

−∞

x4

1 + x6
dx =

2π

3
.

Çàäà÷à 4.18. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà èíòåãðàëîò

+∞∫
−∞

x2 + 1

x4 + 1
dx.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèjàòà f (z) =
z2 + 1

z4 + 1
èìà ñèãóëàðèòåòè âî òî÷êèòå êàäå

øòî z4 + 1 = 0, ò.å. âî

zk = cos
π + 2kπ

4
+ i sin

π + 2kπ

4
, k = 0, 1, 2, 3.

Îä òîà øòî z0 =

√
2 + i

√
2

2
, z1 =

−
√
2 + i

√
2

2
, z2 =

−
√
2− i

√
2

2
è

z4 =

√
2− i

√
2

2
, jàñíî å äåêà íåìàìå ñèíãóëàðèòåòè íà ðåàëíàòà îñêà, z0

è z1 ñå âî ãîðíàòà ïîëóðàìíèíà è ñèòå ñå ïîëîâè çà ôóíêöèjàòà f (z).
Èçáèðàìå äîâîëíî ãîëåì ðàäèóñ R > 0, òàêà øòî z0 è z1 ñå îïôàòåíè
âî êðóæíèîò ëàê CR. Òîãàø,

R∫
−R

z2 + 1

z4 + 1
dz +

∫
CR

z2 + 1

z4 + 1
dz = 2πi

[
Res
z=z0

f (z) + Res
z=z1

f (z)

]
.

Ñî ïîìîø íà Çàäà÷à 4.2 ãè ïðåñìåòóâàìå áàðàíèòå ðåçèäèóìè, ïà èìàìå
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Res
z=

√
2+i

√
2

2

f (z) = lim
z→

√
2+i

√
2

2

z2 + 1

(z4 + 1)′
=

(√
2 + i

√
2

2

)2

+ 1

4

(√
2 + i

√
2

2

)3 = − i
√
2

4
,

Res
z=−

√
2+i

√
2

2

f (z) = lim
z→−

√
2+i

√
2

2

z2 + 1

(z4 + 1)′
=

(
−
√
2 + i

√
2

2

)2

+ 1

4

(
−
√
2 + i

√
2

2

)3 = − i
√
2

4
.

Çíà÷è, 2πi

[
Res
z=z0

f (z) + Res
z=z1

f (z)

]
= π

√
2. Îä äðóãà ñòðàíà

∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

z2 + 1

z4 + 1
dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
π∫

0

∣∣∣∣R2e2it + 1

1 +R4e4it
Rieit

∣∣∣∣ dt ≤ R2 + 1

R4 − 1
R

π∫
0

dt =
πR
(
R2 + 1

)
R4 − 1

→ 0,

êîãà R→ ∞. Îä ñåòî îâà äîáèâàìå äåêà

+∞∫
−∞

z2 + 1

z4 + 1
dz + lim

R→∞

∫
CR

z2 + 1

z4 + 1
dz =

+∞∫
−∞

z2 + 1

z4 + 1
dz =

√
2π,

îäíîñíî
+∞∫

−∞

x2 + 1

x4 + 1
dx =

√
2π.
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4.2.3 Èíòåãðàëè îä âèäîò

+∞∫
0

f (x)

xα
dx, 0 < α < 1

Ðàçãëåäóâàìå èíòåãðàëè îä îáëèê

+∞∫
0

f (x)

xα
dx, 0 < α < 1 òàêà øòî

1. f (z) å äðîáíî-ðàöèîíàëíà ôóíêöèjà áåç ñèíãóëàðóèòåòè íà ïîçèòèâ-
íèîò äåë íà ðåàëíàòà îñêà, âêëó÷óâàj�êè ãî è êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê,

2. lim
z→∞

f (z) = 0.

Ñëèêà 4.6. Ãðàôè÷êè
ïðèêàç íà îáëàñòà

Jà èíòåãðèðàìå φ (z) =
f (z)

zα
, íà çàòâîðåíà êðèâà êàêî íà öðòåæîò. Çà-

òâîðåíàòà êðèâà C ñå ñîñòîè îä åäíà
êðóæíèöà ñî äîâîëíî ãîëåì ðàäèóñ è ìà-
ëà êðóæíèöà ñïîåíè ñî îòñå÷êè âî ïî-
çèòèâíèîò äåë íà ðåàëíàòà îñêà. Ñïîðåä
òîà, ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà äåëîâèòå íà
êðèâàòà å:

1. îòñå÷êàòà îä ε äî R å äàäåíà ñî z = t,
ε ≤ t ≤ R,

2. íàäâîðåøíàòà êðóæíèöà CR, îäíîñíî
êðóæíèöàòà ñî ïîãîëåì ðàäèóñ å îïðå-
äåëåíà ñî z = Reit, 0 ≤ t ≤ 2π,

3. îòñå÷êàòà îä R äî ε å äàäåíà ñî
z = te2πi, ε ≤ t ≤ R,

4. âíàòðåøíàòà êðóæíèöà Cε, îäíîñíî
êðóæíèöàòà ñî ïîìàë ðàäèóñ è îðèåí-
òàöèjà âî íàñîêà íà ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò, å îïðåäåëåíà ñî z = εeit,
0 ≤ t ≤ 2π.

�Êå ïîêàæåìå äåêà lim
R→∞

∫
CR

φ (z) dz = 0 è lim
ε→0

∫
Cε

φ (z) dz = 0. Çà èçðàçèòå∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

φ (z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ è
∣∣∣∣∣∣
∫
Cε

φ (z) dz

∣∣∣∣∣∣ èìàìå
∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

φ (z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
CR

∣∣φ (Reit)Rieit∣∣ dt ≤ 2πmax
z∈CR

|zφ (z)|
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è ∣∣∣∣∣∣
∫
Cε

φ (z) dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
CR

∣∣φ (εeit) εieit∣∣ dt ≤ 2πmax
z∈Cε

|zφ (z)| .

Îä òîà øòî lim
z→∞

f (z) = 0 è f (z) å äðîáíî-ðàöèîíàëíà ôóíêöèjà, ñòå-

ïåíîò íà èìåíèòåëîò íà f (z) å áàðåì çà åäåí ïîãîëåì îä ñòåïåíîò íà
áðîèòåëîò. Îä óñëîâèòå èìàìå äåêà 0 < 1− α < 1, ïà äîáèâàìå äåêà

lim
z→∞

zφ (z) = lim
z→∞

z1−αf (z) = lim
z→∞

z1−α · lim
z→∞

f (z) = 0.

Èñòî òàêà, f (z) å íåïðåêèíàòà âî òî÷êàòà z = 0 è f (z) íåìà ñèíãó-
ëàðèòåòè âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê, ïà lim

z→0
zφ (z) = lim

z→0
z1−αf (z) = 0.

Çàêëó÷óâàìå äåêà

lim
z→∞

∫
CR

φ (z) dz = 0 è lim
ε→0

∫
Cε

φ (z) dz = 0.

Ïðèòîà âàæè ñëåäíîòî

∫
C

φ (z) dz =

∫
CR

φ (z) dz +

∫
Cε

φ (z) dz +

R∫
ε

f (x)

xα
+

ε∫
R

f
(
xe2πi

)
xαe2απi

dx =

= 2πi
n∑

i=1

Res
z=zi

(
z−α · f (z)

)
,

êàäå zi, i = 1, 2, ..., n ñå ñèòå êîíå÷íè èçîëèðàíè ñèíãóëàðèòåòè íà f (z)
âî êîìïëåêñíàòà ðàìíèíà C.

Èíòåãðàëîò

ε∫
R

f
(
xe2πi

)
xαe2απi

dx ìîæå äà ñå çàïèøå âî îáëèê

ε∫
R

f
(
xe2πi

)
xαe2απi

dx = e−2απi

ε∫
R

f (x)

xα
dx.

Ñåãà, àêî ïîáàðàìå ëèìåñ êîãà ε→ 0 è R→ ∞ âî ïðåòõîäíîòî ðàâåíñòâî
è ãè èñêîðèñòèìå íàâåäåíèòå çàêëó÷îöè, äîáèâàìå äåêà

+∞∫
0

f (x)

xα
=

2πi

1− e−2απi

n∑
i=1

Res
z=zi

(
z−α · f (z)

)
,

71



ÃËÀÂÀ 4. ÎÑÒÀÒÎÖÈ (ÐÅÇÈÄÈÓÌÈ)

êàäå zi, i = 1, 2, ..., n ñå ñèòå êîíå÷íè èçîëèðàíè ñèíãóëàðèòåòè íà f (z)
âî êîìïëåêñíàòà ðàìíèíà.

Çàäà÷à 4.19. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà èíòåãðàëîò

+∞∫
0

1

(1 + x)xα
dx,

0 < α < 1.

Ðåøåíèå. Jà ðàçãëåäóâàìå ôóíêöèjàòà f (z) =
1

(1 + z) zα
, êîjàøòî èìà

èçîëèðàí ñèíãóëàðèòåò ðàçëè÷åí îä íóëà âî òî÷êàòà z = −1. Îä ïðåò-
õîäíî èçëîæåíàòà ïîñòàïêà çà ïðåñìåòóâà»å íà îâîj òèï íà èíòåãðàëè,
êîðèñòåj�êè jà îñíîâíàòà òåîðåìà çà ðåçèäèóìè äîáèâàìå äåêà∫

C

f (z) dz =

∫
C

dz

(1 + z) zα
=

=
(
1− e−2απi

) R∫
ε

dx

(1 + x)xα
+

∫
CR

dz

(1 + z) zα
+

∫
Cε

dz

(1 + z) zα
=

= 2πiRes
z=−1

1

(1 + z) zα
= 2πi lim

z→−1

1 + z

(1 + z) zα
=

= 2πi lim
z→−1

1

zα
=

2πi

(−1)α
=

2πi

eαπi
,

îäíîñíî

(
1− e−2απi

) R∫
ε

dx

(1 + x)xα
+

∫
CR

dz

(1 + z) zα
+

∫
Cε

dz

(1 + z) zα
=

2πi

eαπi
.

Îä òîà øòî,

∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

dz

(1 + z) zα

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
2πR

(R− 1)Rα
→ 0, êîãà R→ ∞ è

∣∣∣∣∣∣
∫
Cε

dz

(1 + z) zα

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2πε

(1− ε) εα
→ 0, êîãà ε→ 0,

àêî âî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïîáàðàìå ëèìåñ êîãà R → ∞ è ε → 0,
äîáèâàìå (

1− e−2απi
) +∞∫

0

dx

(1 + x)xα
=

2πi

eαπi
,

72



4.2. ÎÑÍÎÂÍÀ ÒÅÎÐÅÌÀ ÇÀ ÐÅÇÈÄÈÓÌÈ

îäíîñíî
+∞∫
0

dx

(1 + x)xα
=

2πi

eαπi (1− e−2απi)
=

π

sin (απ)
.

4.2.4 Èíòåãðàëè îä âèäîò

+∞∫
−∞

eαxf (x) dx, 0 < α < 1

Ïðè ðàçãëåäóâà»å íà èíòåãðàëèòå îä îâîj òèï ÷åñòî ñå êîðèñòè òåõíèêà-
òà íàâåäåíà âî ïðåòõîäíèîò ïàðàãðàô, ñàìî øòî âî îâîj ñëó÷àj êðèâàòà
íà èíòåãðàöèjà å ïðàâîàãîëíèê. Âî ïðîäîëæåíèå �êå jà èçâåäåìå ïîñòàï-
êàòà çà ïðåñìåòóâà»å íà êîíêðåòåí ïðèìåð.

Çàäà÷à 4.20. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà èíòåãðàëîò

+∞∫
−∞

eαx

1 + ex
dx,

0 < α < 1.

Ñëèêà 4.7. Ãðàôè÷êè ïðèêàç íà
îáëàñòà

Ðåøåíèå. Î÷èãëåäíî å äåêà ôóíêöèjàòà f (z) =
eαz

1 + ez
èìà áåñêîíå÷íî

ìíîãó ïîëîâè âî êîìïëåêñíàòà
ðàìíèíà. Âñóøíîñò òîà å òàêà, çà-
òîà øòî ðàâåíêàòà 1 + ez = 0
èìà áåñêîíå÷íî ìíîãó ðåøåíèjà
îä îáëèê zk = (2k + 1)π, k ∈ Z.
Âî îâàà çàäà÷à �êå èíòåãðèðàìå ïî
ïðàâîàãîëíà êîíòóðà òàêà øòî

l1 : y = 0, −R ≤ x ≤ R,

l2 : x = R, 0 ≤ y ≤ 2π,

l3 : y = 2π, −R ≤ x ≤ R,

l4 : x = −R, 0 ≤ y ≤ 2π.

êàêî øòî å ïðèêàæàíî íà Ñëèêà 4.7. Äà çàáåëåæèìå äåêà èçáðàíèîò
ïðàâîàãîëíèê îïôà�êà ñàìî åäåí ïðîñò ïîë z = πi. Ñïîðåä òîà,∫

C

f (z) dz =

∫
C

eαz

1 + ez
dz =

=

R∫
−R

eαx

1 + ex
dx+

2π∫
0

eα(R+iy)

1 + eR+iy
idy +

−R∫
R

eα(x+2πi)

1 + ex+2πi
dx+

0∫
2π

eα(−R+iy)

1 + e−R+iy
idy =
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= 2πiRes
z=πi

eαz

1 + ez
= 2πi lim

z→πi

eαz

(1 + ez)′
= −2πieαπi,

îäíîñíî

R∫
−R

eαx

1 + ex
dx+

2π∫
0

eα(R+iy)

1 + eR+iy
idy+

−R∫
R

eα(x+2πi)

1 + ex+2πi
dx+

0∫
2π

eα(−R+iy)

1 + e−R+iy
idy = −2πieαπi.

Îä òîà øòî 0 < α < 1,∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

eα(R+iy)

1 + eR+iy
idy

∣∣∣∣∣∣ ≤
2π∫
0

eαR

eR − 1
dy = 2π

eαR

eR − 1
→ 0

è ∣∣∣∣∣∣
0∫

2π

eα(−R+iy)

1 + e−R+iy
idy

∣∣∣∣∣∣ ≤
2π∫
0

e−αR

1− e−R
dy = 2π

e−αR

1− e−R
→ 0

êîãà R → ∞. Ñåãà, àêî âî ðàâåíñòâîòî ïîãîðå ïîáàðàìå ëèìåñ êîãà
R→ ∞ äîáèâàìå

(
1− e2απi

) +∞∫
−∞

eαx

1 + ex
dx = −2πieαπi,

îäíîñíî
+∞∫

−∞

eαx

1 + ex
dx =

2πieαπi

e2απi − 1
.
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4.2.5 Èíòåãðàëè îä âèäîò

+∞∫
−∞

eimxf (x) dx, m > 0

Ðàçãëåäóâàìå èíòåãðàëè îä îáëèê

+∞∫
−∞

eimxf (x) dx, m > 0, òàêà øòî

1. lim
z→∞

f (z) = 0,

2. ôóíêöèjàòà f (z) íåìà ñèíãóëàðèòåòè íà ðåàëíàòà îñêà,

Ñëèêà 4.8. Ãðàôè÷êè ïðèêàç íà
îáëàñòà

êîè ñå ïîçíàòè ïîä èìåòî Ôóðèåâè èíòåãðàëè. Äà çàáåëåæèìå äåêà
îãðàíè÷óâà»åòî çà m > 0, ìîæå,
íî è íå ìîðà äà ãî èìà, çàòîà øòî
îâîj ìåòîä çà ïðåñìåòóâà»å ôóíê-
öèîíèðà äóðè è âî ñëó÷àj êîãà
m < 0, à è êîãà å ÷èñòî èìàãèíà-
ðåí áðîj. Èñòî òàêà, äà çàáåëåæè-
ìå äåêà âî ñëó÷àj êîãà f (z) èìà
ñèíãóëàðèòåòè íà ðåàëíàòà îñêà,
ñå ðàçãëåäóâà Êîøèåâàòà ãëàâíà
âðåäíîñò. Äà ãî ðàçãëåäàìå èç-

ðàçîò

∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

f (z) eiλzdz

∣∣∣∣∣∣∣ çà λ > 0,

Ñëèêà 4.8. ∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

f (z) eiλzdz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
π∫

0

∣∣f (Reit)∣∣ ∣∣∣eiλR eit
∣∣∣Rdt ≤

≤ max
z∈CR

|f (z)|R
π∫

0

e−λR sin tdt =

= 2max
z∈CR

|f (z)|R

π
2∫

0

e−λR sin tdt ≤ 2Rmax
z∈CR

|f (z)|

π
2∫

0

e
−λR

2t

π dt =

= 2Rmax
z∈CR

|f (z)| π

2Rλ

(
1− e−λR

)
→ 0,

êîãà R → ∞, ïðè äàäåíî lim
z→∞

f (z) = 0. Ïîñëåäíîòî å ïîçíàòî êàêî

Ëåìà íàÆîðäàí. Äà çàáåëåæèìå äåêà âî ðàçãëåäóâà»àòà å èñêîðèñòåíî
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íåðàâåíñòâîòî

π∫
0

e−R sin θdθ <
π

R
è íåðàâåíñòâîòî

π
2∫

0

e−R sin θdθ ≤ π

2R

êîå ïðîèçëåãóâà îä ïðåòõîäíîòî íåðàâåíñòâî çàðàäè ñèìåòðè÷íîñòà íà

ñèíóñíàòà ôóíêöèjà âî îäíîñ íà ïðàâàòà θ =
π

2
. Èñòî òàêà, èñêîðèñòåíî

å è íåðàâåíñòâîòî sin θ ≥ 2θ

π
, çà 0 ≤ θ ≤ π

2
.

Ñëèêà 4.9. Ãðàôè÷êè ïðèêàç íà
ôóíêöèèòå îä íåðàâåíñòâîòî

Çà ïðåñìåòóâà»å íà Ôóðèåâèîò
èíòåãðàë, èíòåãðèðàìå ïî çàòâîðåíà
êðèâà C, êîjà ñå ñîñòîè îä ãîðíà ïîëó-
êðóæíèöà CR è íåjçèíèîò äèjàìåòàð
îä −R äî R ïî ðåàëíàòà îñêà. Òîãàø
èìàìå äåêà,∫

C

eimzf (z) dz =

=

R∫
−R

eimxf (x) dx+

∫
CR

eimzf (z) dz.

Îä ëåìàòà íà Æîðäàí,∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

eimzf (z) dz

∣∣∣∣∣∣∣→ 0, êîãà R→ ∞,

ñî ïîìîø íà îñíîâíàòà òåîðåìà çà ðåçèäèóìè, äîáèâàìå äåêà

+∞∫
−∞

eimxf (x) dx = 2πi

n∑
i=1

Res
z=zi

f (z),

êàäå zi, i = 1, 2, ..., n ñå ñèòå èçîëèðàíè ñèíãóëàðèòåòè íà f (z) âî ãîð-
íàòà ïîëóðàìíèíà, çàòîà øòî C ãè îïôà�êà ñèòå ñèíãóëàðèòåòè íà f (z)
âî ãîðíàòà ïîëóðàìíèíà êîãà R→ ∞.

Çàäà÷à 4.21. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà èíòåãðàëîò

+∞∫
−∞

sin 2x

x2 + x+ 1
dx.

Ðåøåíèå. Íåêà f (z) =
1

z2 + z + 1
. Áèäåj�êè ðåøåíèjàòà íà ðàâåíêàòà
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z2 + z + 1 = 0 ñå z1 =
−1 + i

√
3

2
è z2 =

−1− i
√
3

2
, äîáèâàìå äåêà

ôóíêöèjàòà èìà äâà ñèíãóëàðèòåòà, êîè ñå ïðîñòè ïîëîâè è ïðèòîà íåìà

ñèíãóëàðèòåòè íà ðåàëíàòà îñêà. Ïîëîò z1 =
−1 + i

√
3

2
å âî ãîðíàòà

ïîëóðàìíèíà, à ïîëîò z2 =
−1− i

√
3

2
å âî äîëíàòà ïîëóðàìíèíà. Èñòî

òàêà,

lim
z→∞

f (z) = lim
z→∞

1

z2 + z + 1
= 0.

Çà x ∈ R, âàæè

R∫
−R

sin 2x

x2 + x+ 1
dx = Im

R∫
−R

e2ix

x2 + x+ 1
.

Êîðèñòåj�êè jà ëåìàòà íà Æîðäàí è ïðåòõîäíî ïîêàæàíîòî äîáèâàìå
äåêà

+∞∫
−∞

sin 2x

x2 + x+ 1
dx = Im

+∞∫
−∞

(
e2ix

x2 + x+ 1
dx

)
=

= Im

∫
C

(
e2iz

z2 + z + 1
dz

)
= Im

(
n∑

i=1

Res f (z)
z=zi

)
,

êàäå zi, i = 1, 2, ..., n, ñå ñèòå èçîëèðàíè ñèíãóëàðèòåòè íà f (z) âî ãîð-
íàòà ïîëóðàìíèíà. Îä òîà øòî,∫

C

e2iz

z2 + z + 1
dz = 2πi Res

z=e
2πi
3

e2iz

z2 + z + 1
= 2πi lim

z→e
2πi
3

e2iz

(z2 + z + 1)′

= 2πi lim
z→e

2πi
3

e2iz

2z + 1
= 2πi

e2ie
2πi
3

2e
2πi
3 + 1

= 2πi
e2i

−1+i
√
3

2

−1 + i
√
3 + 1

=

= 2πi
e−i−

√
3

i
√
3

=
2πie−

√
3 (cos 1− i sin 1)√

3
,

äîáèâàìå äåêà
+∞∫

−∞

sin 2x

x2 + x+ 1
dx =

2πe−
√
3

√
3

.
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Çàäà÷à 4.22. Ïîêàæè äåêà

+∞∫
0

sinx2dx =

+∞∫
0

cosx2dx =
1

2

√
π

2
.

Ñëèêà 4.10. Ãðàôè÷êè ïðèêàç íà
îáëàñòà

Ðåøåíèå Íàìåñòî äà òðãíåìå
äèðåêòíî ñî ðàçãëåäóâà»å íà
cos
(
x2
)
è sin

(
x2
)
, �êå ðàçãëåäóâà-

ìå eix
2
, êîðèñòåj�êè ãî ôàêòîò äåêà

eix
2
= cosx2 + i sinx2.

Àêî ãî ïðåñìåòàìå èíòåãðàëîò
+∞∫
0

eix
2
dx, òîãàø áàðàíèòå âðåä-

íîñòè ãè äîáèâàìå îä

+∞∫
0

cosx2dx =

+∞∫
0

Re
(
eix

2
)
dx = Re

 +∞∫
0

eix
2
dx


è

+∞∫
0

sinx2dx =

+∞∫
0

Im
(
eix

2
)
dx = Im

 +∞∫
0

eix
2
dx

 .

Çà äà ãî ïðåñìåòàìå

+∞∫
0

eix
2
dx, ïðèðîäíî ñå íàìåòíóâà äà jà ðàçãëåäó-

âàìå ôóíêöèjàòà f (z) = eiz
2
íà C = LR ∪ CR ∪ Lr, êàêî øòî å äàäåíî

íà öðòåæîò. Äà çàáåëåæèìå äåêà èçáðàíàòà ôóíêöèjà f (z) = eiz
2
å

õîëîìîðôíà ôóíêöèjà íà öåëàòà êîìïëåêñíà ðàìíèíà. Ñïîðåä òîà, çà
ïðîèçâîëíî R > 0, èìàìå

0 =

∫
C

eiz
2
dz =

∫
LR

eiz
2
dz +

∫
CR

eiz
2
dz +

∫
Lr

eiz
2
dz =

=

R∫
0

eix
2
dx+

∫
CR

eiz
2
dz +

∫
Lr

eiz
2
dz,

îä êàäå äîáèâàìå äåêà
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R∫
0

eix
2
dx = −

∫
CR

eiz
2
dz −

∫
Lr

eiz
2
dz.

Ñåãà, àêî âî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïîáàðàìå ëèìåñ êîãà R → ∞ äîáè-
âàìå

+∞∫
0

eix
2
dx = − lim

R→∞

∫
CR

eiz
2
dz − lim

R→∞

∫
Lr

eiz
2
dz.

Ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà Lr å îïðåäåëåíà ñî z = re
iπ
4 çà r îä R äî 0, ïà

lim
R→∞

∫
Lr

eiz
2
dz = lim

R→∞

0∫
R

e−r2e
iπ
4 dr = −e

iπ
4

+∞∫
0

e−r2dr = −e
iπ
4

√
π

2
,

êàäå øòî ãî èñêîðèñòèâìå Ãàóñîâèîò èíòåãðàë

+∞∫
−∞

e−r2dr =
√
π. Ïàðà-

ìåòðèçàöèjàòà íà CR å îïðåäåëåíà ñî z = Reit çà 0 ≤ t ≤ π

4
. Ñïîðåä

òîà,

lim
R→∞

∫
CR

eiz
2
dz = lim

R→∞

π
4∫

0

eiR
2e2itiReitdt = lim

R→∞

π
4∫

0

eiR
2 cos 2t−R2 sin 2tiReitdt,

ïà êîðèñòåj�êè jà òðàíñôîðìàöèjàòà 2t = ϕ è îä sinϕ ≥ 2ϕ

π
çà 0 ≤ ϕ ≤ π

2
,

äîáèâàìå∣∣∣∣∣∣∣
π
4∫

0

eiR
2 cos 2t−R2 sin 2tiReitdt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
π
4∫

0

∣∣∣eiR2 cos 2t−R2 sin 2tiReit
∣∣∣ dt =

= R

π
4∫

0

e−R2 sin 2tdt =
R

2

π
2∫

0

e−R2 sinϕdϕ ≤

≤ R

2

π
2∫

0

e−
2R2ϕ

π dϕ =
π

4R

(
1− e−R2

)
→ 0,

êîãà R→ ∞. Îä ñåòî îâà äîáèâàìå äåêà,
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+∞∫
0

eix
2
dx = − lim

R→∞

∫
CR

eiz
2
dz − lim

R→∞

∫
Lr

eiz
2
dz == e

πi
4

√
π

2
+ 0 =

(
1√
2
+ i

1√
2

) √
π

2
,

îäíîñíî
+∞∫
0

(
cosx2 + i sinx2

)
dx =

1

2

√
π

2
+ i

1

2

√
π

2
.

Êîíå÷íî äîáèâàìå äåêà

+∞∫
0

sinx2dx =

+∞∫
0

cosx2dx =
1

2

√
π

2
.
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Ãëàâà 5

ÏÐÈÍÖÈÏ ÍÀ ÀÐÃÓÌÅÍÒ

Òåîðåìà 5.1 (Òåîðåìà íà Ðóøå). Íåêà f è g ñå ðàçëè÷íè õîëîìîðôíè

ôóíêöèè íà åäíîñâðçëèâà îáëàñò D è çà ñåêîj z ∈ ∂D âàæè

|f (z)| > |g (z)|. Òîãàø, f (z) è f (z) + g (z) èìààò èñò áðîj íà íóëè

âî D.

Çàäà÷à 5.1. Îïðåäåëè ãî áðîjîò íà íóëè âî êðóãîò D = {z| |z| < 1} íà:

1) z4 − 5z + 1 = 0

2) z9 − 2z6 + z2 − 8z − 2 = 0

Ðåøåíèå. 1) Ôóíêöèèòå f (z) = −5z è g (z) = z4 + 1 ñå õîëîìîðôíè
ôóíêöèè íà D. Çà z ∈ ∂D, |z| = 1, ïà |f (z)| = |−5z| = 5 |z| = 5 è
|g (z)| =

∣∣z4 + 1
∣∣ ≤ |z|4 + 1 = 14 + 1 = 2, îäíîñíî

|g (z)| ≤ 2 < 5 = |f (z)| ,

ò.å. |f (z)| > |g (z)| çà ñåêîj z ∈ ∂D. Ñïîðåä òîà, f è f + g èìààò èñò
áðîj íà íóëè âî D. Jàñíî, f (z) = −5z èìà åäíà íóëà âî D, øòî çíà÷è
äåêà è f (z) + g (z) = −5z + z4 + 1 = z4 − 5z + 1 èìà åäíà íóëà âî D.

2) Ôóíêöèèòå f (z) = −8z è g (z) = z9 − 2z6 + z2 − 2 ñå õîëîìîðôíè
ôóíêöèè íà D. Çà z ∈ ∂D, |z| = 1, ïà |f (z)| = |−8z| = 8 |z| = 8 è

|g (z)| =
∣∣z9 − 2z6 + z2 − 2

∣∣ ≤ |z|9 + 2|z|6 + |z|2 + 2 = 6,

îäíîñíî |g (z)| ≤ 6 < 8 = |f (z)|, ò.å. |f (z)| > |g (z)| çà ñåêîj z ∈ ∂D.
Ñïîðåä òîà, f è f+g èìààò èñò áðîj íà íóëè âî D. Jàñíî, f (z) = −8z
èìà åäíà íóëà âîD, øòî çíà÷è äåêà è f (z)+g (z) = z9−2z6+z2−8z−2
èìà åäíà íóëà âî D.
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Çàäà÷à 5.2. Äîêàæè äåêà ðàâåíêàòà zn = ez−k, çà ôèêñíî k > 1, èìà
òî÷íî n íóëè âî D = {z| |z| < 1}.

Ðåøåíèå. Äàäåíàòà ðàâåíêà jà çàïèøóâàìå âî îáëèê ez−k−zn = 0. Íåêà
f (z) = −zn è g (z) = ez−k, êîèøòî ñå õîëîìîðôíè ôóíêöèè íà D. Çà
z ∈ ∂D, |z| = 1, ïà |f (z)| = |−zn| = |z|n = 1, à çà |g (z)| êîðèñòåj�êè äåêà
z = eiφ, φ ∈ [0, 2π], äîáèâàìå äåêà

|g (z)| =
∣∣∣ez−k

∣∣∣ = ∣∣∣eze−k
∣∣∣ = ∣∣∣eeiφe−k

∣∣∣ = ∣∣∣ecosφ+i sinφe−k
∣∣∣ =

=
∣∣∣ecosφ+i sinφ−k

∣∣∣ = ∣∣∣ecosφ−k
∣∣∣ ∣∣ei sinφ

∣∣ = ∣∣∣ecosφ−k
∣∣∣ < e1−1 = 1.

Ñïîðåä òîà, |g (z)| < |f (z)|, çà ñåêîj z ∈ ∂D. Çíà÷è, f (z) = −zn è
f (z) + g (z) = ez−k − zn èìààò èñò áðîj íà íóëè âî D. Jàñíî f (z) = −zn
èìà n íóëè âî D, ïà è ïî÷åòíàòà ðàâåíêà èìà n íóëè âî D.

Çàäà÷à 5.3. Íåêà h (z) å õîëîìîðôíà ôóíêöèjà íà D = {z| |z| < 1} è
íåêà |h (z)| < 1 çà ñåêîj z ∈ ∂D. Äîêàæè äåêà z = h (z) èìà òî÷íî åäíî
ðåøåíèå âî D.

Ðåøåíèå. Íåêà f (z) = z è g (z) = −h (z) êîèøòî ñå õîëîìîðôíè ôóíê-
öèè íà D. Çà z ∈ ∂D, |f (z)| = |z| = 1 è |g (z)| = |−h (z)| = |h (z)| < 1,
ïà äîáèâàìå äåêà |f (z)| > |g (z)| çà ñåêîj z ∈ ∂D. Ñïîðåä òîà, f è f + g
èìààò èñò áðîj íà íóëè âî D. Jàñíî, f (z) = z èìà òî÷íî åäíà íóëà âî
D, ïà è f (z) + g (z) = z − h (z) èìà òî÷íî åäíà íóëà âî D.

Çàäà÷à 5.4. Äîêàæè äåêà ðàâåíêàòà z + λ − ez = 0, êàäå λ > 1, èìà
åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà ëåâàòà ïîëóðàìíèíà (Re z < 0) è òîà ðåøåíèå å
ðåàëåí áðîj.

Ðåøåíèå. Íåêà DR = {z|Re z < 0, |z| < R}, êàäå R > λ+ 1 è íåêà

f (z) = z + λ è g (z) = −ez, f, g ∈ H (DR) .

Çà ∂DR èìàìå äåêà ∂DR = AR ∪BR, êàäå AR = {z|Re z < 0, |z| = R} è
BR = {z| z = it,−R ≤ t ≤ R}, Ñëèêà 5.1. Ðàçãëåäóâàìå äâà ñëó÷àjà:

1. Çà z ∈ AR = {z|Re z < 0, |z| = R},

|f (z)| = |z + λ| ≥ ||z| − |λ|| = |R− λ| = R− λ > 1

è êîðèñòåj�êè äåêà z = Reiφ, π
2 < φ < 3π

2

|g (z)| = |−ez| = |ez| =
∣∣eRcosφ+iRsinφ

∣∣ = eRcosφ
∣∣eiRsinφ

∣∣ = eRcosφ < 1,
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êàäå øòî íåðàâåíñòâîòî eRcosφ < 1, å èñïîëíåòî çàðàäè òîà øòî
ex å ñòðîãî ìîíîòîíî ðàñòå÷êà ôóíêöèjà, R > 0 è cosφ < 0 , çà
π
2 < φ < 3π

2 . Ñïîðåä òîà |f (z)| > |g (z)|, çà ñåêîj z ∈ AR.

2. Çà z ∈ BR = {z| z = it,−R ≤ t ≤ R},

|f (z)|2 = |z + λ|2 = |it+ λ|2 = t2 + λ2 > λ2 > 1,

îä êàäå ñëåäóâà äåêà |f (z)| > 1 è

|g (z)| = |−ez| =
∣∣eit∣∣ = 1 < |f (z)| .

Ñïîðåä òîà, |f (z)| > |g (z)|, çà ñåêîj z ∈ BR.

Ñëèêà 5.1. Ãðàôè÷êè ïðèêàç íà îáëàñòà

Çàêëó÷óâàìå äåêà
|f (z)| > |g (z)|, çà ñåêîj
z ∈ ∂DR = AR ∪ BR.
Îòòóêà, f (z) = z + λ è
f (z)+g (z) = z+λ+ez èìà-
àò èñò áðîj íà íóëè âî DR.
Jàñíî, f (z) = z+λ èìà åä-
íî ðåøåíèå z = −λ âî DR,
ïà è z + λ − ez = 0 èìà
åäíî ðåøåíèå âî DR. Íåêà
z + λ − ez = h (z) = 0. �Êå
ïîêàæåìå äåêà ðåøåíèåòî
å ðåàëåí áðîj ñî ïîìîø íà
ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.2. Íåêà

I = [a, b] ⊂ R è f : I → R
å íåïðåêèíàòà ôóíêöèjà.

Àêî u å áðîj ïîìå�ãó f (a)
è f (b), îäíîñíî

min {f (a) , f (b)} < u < max {f (a) , f (b)}

òîãàø ïîñòîè c ∈ (a, b) òàêà øòî f (c) = u.

Ñåãà, ñî ïðèìåíà íà Tåîðåìà 5.2 íà èíòåðâàëîò [−1− λ, 0] äîáèâàìå

h (−1− λ) = −1− λ+ λ− e−1−λ = −1− e−1−λ < 0 è

h (0) = 0 + λ− e0 = λ− 1 > 0,

83



ÃËÀÂÀ 5. ÏÐÈÍÖÈÏ ÍÀ ÀÐÃÓÌÅÍÒ

îäíîñíî h (−1− λ) < 0 < h (0). Ñïîðåä òîà äîáèâàìå äåêà ïîñòîè
c ∈ (−1− λ, 0) òàêà øòî f (c) = 0. Çíà÷è, ïîñòîè ðåàëåí áðîj âî ëåâàòà
ïîëóðàìíèíà êîjøòî å ðåøåíèå íà ðàâåíêàòà. Íî ïðåòõîäíî ïîêàæàâ-
ìå äåêà ðàâåíêàòà èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå âî ëåâàòà ïîëóðàìíèíà, ïà
çàêëó÷óâàìå äåêà ðåøåíèåòî íà ðàâåíêàòà å ðåàëåí áðîj.

Çàäà÷à 5.5. Íåêà h (z) å õîëîìîðôíà è åäíîëèñíà ôóíêöèjà íà îãðà-
íè÷åíà è åäíîñâðçëèâà îáëàñò D. Äîêàæè äåêà h′ (z) ̸= 0.

Ðåøåíèå. Çà ôóíêöèjàòà h (z) âåëèìå äåêà å åäíîëèñíà ôóíêöèjà íà
D àêî è ñàìî àêî çà ñåêîè z1, z2 ∈ D îä h (z1) = h (z2) ñëåäóâà äåêà
z1 = z2. Äà ïðåòïîñòàâèìå ñïðîòèâíî, îäíîñíî äåêà ïîñòîè a ∈ D òàêà
øòî h′ (a) = 0. Áèäåj�êè h ∈ H (D), çà DR = {z| |z − a| < R} ⊂ D âàæè

h (z) =
+∞∑
k=0

ak(z − a)k = a0 + a1 (z − a) + a2(z − a)2 + ...,

ïà
h′ (z) = a1 + 2a2 (z − a) + 3a3 (z − a)2 + ..., z ∈ DR.

Íî, îä ïðåòïîñòàâêàòà h′ (a) = 0, ïà a1 = 0. Òîãàø

h (z) = a0 + a2(z − a)2 + a3 (z − a)3 ...,

è h (a) = a0. Ïà,

h (z)− h (a) = h (z)− a0 = a2(z − a)2 + a3 (z − a)3 ...,

ò.å. h (z)−h (a) =
+∞∑
k=2

ak(z − a)k. Áàðåì åäåí îä êîåôèöèåíòèòå ak, k ≥ 2

íå å åäíàêîâ íà íóëà, çàòîà øòî âî ñïðîòèâíî h (z) = h (a) = a0, îäíîñíî
äîáèâàìå äåêà ôóíêöèjàòà å êîíñòàíòíà, øòî ïðîòèâðå÷è íà óñëîâîò
äåêà å åäíîëèñíà ôóíêöèjà. Íåêà ñîm ãî îçíà÷èìå áðîjîòm ≥ 2, am ̸= 0
è a2 = a3 = a4 = ... = am−1 = 0. Òîãàø

h (z)− h (a) = am (z − a)m +
+∞∑

k=m+1

ak(z − a)k, z ∈ DR.

Îçíà÷óâàj�êè

f (z) = am (z − a)m è g (z) =
+∞∑

k=m+1

ak(z − a)k,

äîáèâàìå f (z) + g (z) = h (z)− h (a). Òîãàø,

84



f (z)

g (z)
=

am (z − a)m

+∞∑
k=m+1

ak(z − a)k
=

am (z − a)m

am+1 (z − a)m+1 + am+2 (z − a)m+2 + ...
=

=
am (z − a)m

(z − a)m
(
am+1 (z − a) + am+2 (z − a)2 + ...

) =

=
am

am+1 (z − a) + am+2 (z − a)2 + ...
,

ïà lim
z→a

f (z)

g (z)
= ∞, îäíîñíî lim

z→a

g (z)

f (z)
= 0. Îòòóêà, ïîñòîè R1 > 0 òàêà

øòî

∣∣∣∣ g (z)f (z)

∣∣∣∣ < 1 , çà ñåêîj z ∈ DR1 = {z| |z − a| < R1}, ò.å.

|g (z)| < |f (z)| , çà ñåêîj z ∈ DR1 = {z| |z − a| < R1} ,

ïà òîãàø è

|g (z)| < |f (z)| , çà ñåêîj z ∈ DR1
2

=

{
z| |z − a| ≤ R1

2

}
.

Ñòàâàj�êè D1 = DR ∩ DR1
2

⊂ D, çà z ∈ ∂D âàæè |f (z)| > |g (z)|, ïà îä
Òåîðåìàòà íà Ðóøå, ñëåäóâà äåêà

f (z) = am (z − a)m è f (z) + g (z) = h (z)− h (a)

èìààò èñò áðîj íà íóëè âî D1 ⊂ D. Íî,

f (z) = 0 ⇔ am (z − a)m = 0, am ̸= 0,

èìà m íóëè (z = a ñî ðåä m), m ≥ 2, ïà è h (z) − h (a) = 0 èìà
m íóëè âî D,m ≥ 2. Ñïîðåä òîà h (z) = h (a) âàæè çà z1, z2, ..., zm,
z1 ̸= z2 ̸= ... ̸= zm,m ≥ 2, øòî ïðîòèâðå÷è íà óñëîâîò äåêà h å åäíî-
ëèñíà ôóíêöèjà. Çàêëó÷óâàìå äåêà h′ (z) ̸= 0 çà ñåêîjà õîëîìîðôíà è
åäíîëèñíà ôóíêöèjà íà îãðàíè÷åíà è åäíîñâðçëèâà îáëàñò D.

Çàäà÷à 5.6. Äîêàæè äåêà ïîëèíîìîò

Pn (z) = 2− 2 · 3z + 3 · 4z2 + ...+ (−1)n (n+ 1) (n+ 2) zn

íåìà íóëè âî Dr = {z| |z| < r, r < 1}.

Ðåøåíèå. Ãî ðàçãëåäóâàìå ñòåïåíñêèîò ðåä
+∞∑
n=0

(−1)n (n+ 1) (n+ 2) zn.
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Çà ðàäèóñîò íà êîíâåðåíöèöèjà íà îâîj ñòåïåíñêè ðåä èìàìå äåêà

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ (−1)n (n+ 1) (n+ 2)

(−1)n+1 (n+ 2) (n+ 3)

∣∣∣∣ = 1.

Îä òåîðåìèòå çà ñòåïåíñêè ðåäîâè èìàìå äåêà Pn ðàìíîìåðíî êîíâåð-
ãèðà êîí çáèðîò íà ðåäîò, S (z) íà Dr, êàäå 0 < r < R è∫
S (z) dz =

+∞∑
n=0

∫
(−1)n (n+ 1) (n+ 2) zndz =

+∞∑
n=0

(−1)n (n+ 2) zn+1dz,

∫ (∫
S (z) dz

)
dz =

+∞∑
n=0

∫
(−1)n (n+ 2) zn+1dz =

+∞∑
n=0

(−1)nzn+2

= z2 − z3 + z4 − z5 + z6 − z7 + z8 − z9 + ... =

= z2 + z4 + z6 + ...−
(
z3 + z5 + z7 + ...

)
=

= z2
(
1 + z2 + z4 + z6 + ...

)
− z3

(
1 + z2 + z4 + z6 + ...

)
=

=
(
z2 − z3

) (
1 + z2 + z4 + z6 + ...

)
= z2 (1− z)

1

1− z2
=

z2

1 + z
,

ïà

∫
S (z) dz =

(
z2

1 + z

)′
=

2z (1 + z)− z2

(1 + z)2
=

2z + z2

(1 + z)2
, ò.å.

S (z) =

(
2z + z2

(1 + z)2

)′
=

(2 + 2z) (1 + z)2 − 2
(
2z + z2

)
(1 + z)

(1 + z)4
=

2

(1 + z)3
.

Àêî |z| = r, òîãàø

|S (z)| = 2

|1 + z|3
≥ 2

(1 + |z|)3
=

2

(1 + r)3
.

Çíà÷è, min
|z|=r

|S (z)| ≥ ε > 0 çà íåêîj ε > 0.

Áèäåj�êè Pn (z) ðàìíîìåðíî êîíâåðãèðà êîí S (z), çà ε > 0 ïîñòîè ïðè-
ðîäåí áðîj n0 ∈ N òàêà øòî max

|z|=r
|Pn (z)− S (z)| < ε çà ñåêîj n ≥ n0.

Ñåãà, íåêà f (z) = S (z) è g (z) = Pn (z) − S (z). Çà z ∈ ∂Dr, n ≥ n0
èìàìå

|f (z)| = |S (z)| ≥ min
|z|=r

|S (z)| > ε >

> max
|z|=r

|Pn (z)− S (z)| > |Pn (z)− S (z)| = |g (z)| .
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Ñïîðåä òîà, |f (z)| > |g (z)|, çà ñåêîj n ≥ n0 è çà ñåêîj z ∈ ∂Dr. Îä

Òåîðåìàòà íà Ðóøå f (z) = S (z) =
2

(1 + z)3
è f (z) + g (z) = Pn (z)

èìààò èñò áðîj íà íóëè âî Dr, à êàêî S (z) íåìà íóëè âî Dr, ñëåäóâà
äåêà è Pn (z) íåìà íóëè âî Dr, çà äîâîëíî ãîëåìî n, n ≥ n0.
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