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ПРЕДГОВОР 

 
Книгата е подготвена како учебно помагало за предметот Теорија на автоматско управување 2, 

кој се слуша во IV семестар на додипломските студии на Факултетот за електротехника и 

информациски технологии во Скопје, на насоката компјутерско системско инженерство, 

автоматика и роботика. Сообразно со тоа, таа го покрива целокупното градиво што во моментот 

е опфатено со споменатиот предмет. Меѓутоа, книгата може да им послужи корисно на сите 

останати инженери, кои се интересираат за дискретните системи или работат на ова подрачје.    

 

Материјалот изложен во збирката е поделен во 5 целини: 1. Дискретни сигнали и системи, 2. 

Z трансформaцијата и нејзините особини, 3. Анализа на линеарните дискретни динамички 

системи, 4. Стабилност на линеарните дискретни динамички системи и 5. Дискретни системи во 

просторот на состојби. Првиот дел низ решени примери ги обработува основните поими врзани 

за дискретните динамички системи, кои се однесуваат на нивната дефиниција и начинот на 

претставување. Во вториот дел, повторно преку соодветни решени примери, се изложени 

основите на најчесто користениот математички апарат за анализа на дискретните системи, а тоа 

е директната и инверзната Z трансформација со нивните особини. Третиот дел ги илустрира 

најбитните карактеристики на линеарните динамички системи, како во временско така и во 

фреквентно подрачје, и постапките за нивна анализа, повторно преку соодветно одбрани и 

решени примери. Четвртиот дел е посветен на фундаменталното прашање во теоријата на 

дискретните динамички системи, а тоа е прашањето за нивната стабилност. Прашањето за 

стабилноста на дискретните динамички системи е фундаментално, зошто во теоријата на 

автоматско управување нестабилен систем е неупотреблив систем. Одбраните решени примери 

во овој дел целосно ги илустрираат главните постапки за испитување на стабилноста на 

линеарните дискретни динамички системи и одредувањето на параметарските области на 

стабилност на истите. Конечно, петтиот дел ги илустрира постапките за претставување и анализа 

на дискретните системи во просторот на состојби преку соодветно одбрани задачи. Секоја 

целина се состои од комплетно решени задачи, од кои најголемиот дел претставуваат испитни 

задачи по соодветниот предмет, а на почетокот од секоја целина е даден кус преглед на 

најважните поими, дефиниции, теореми, постапки и/или критериуми од соодветното подрачје 

во теоријата на дискретните динамички системи. На крајот од Збирката се дадени неколку 

корисни прилози, кои се состојат од таблица на особини на Z трансформацијата, таблица на 

најчесто употребуваните Z трансформациони парови и правилата за дискретно 

еквивалентирање на континуални системи.  

 

Авторот најискрено им се заблагодарува на рецензентите за нивните корисни забелешки и 

совети кои допринесоа кон подобрувањето на квалитетот на овој труд. 

 

                                                                                                         Авторот, 

Скопје, мај 2016 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

"I find that the harder I work, the more luck I seem to have." 
- Thomas Jefferson (1743-1826) 

 
“Колку повеќе се трудам во она што го работам, толку повеќе ме служи 

среќата во тоа.“ – Томас Џеферсон (1743-1826) 
 
 
 
 
 

Книгата е посветена на моите синови, 

 

Елизабета Лазаревска 
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ЗБИРКА ЗАДАЧИ ПО ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ      1  
 

1. ДИСКРЕТНИ СИГНАЛИ И СИСТЕМИ 

Независно променливата  ,...2,1,0   ktk , која може да поприма само конечен или 

преброиво бесконечен број вредности од даден интервал  ba, , се нарекува дискретна 

независно променлива. Во специјален случај, точките  ,...2,1,0   ktk  се 

еквидистантни и тогаш можат да се претстават на следниот начин: 

 

     ,...2,1,0   kkT tk  

 

Зависно променливата, која е функција од дискретната независно променлива 

 ,...2,1,0    kkTtk , го претставува следното множество дискретни вредности: 

 

                    ,.....,,3,2,,0,,2,...,..., kTfTfTfTffTfTfkTf   

  

и се означува како  kTf . Во теоријата на дискретните системи таа се нарекува 

дискретен сигнал.  

 

Левите конечни разлики односно диференции за еден дискретен сигнал  kTf  се 

дефинираат на следниот начин: 

 

         1 kfkfkf  

                     12  kfkfkfkf  

                          . 

                          . 

                          . 

                     1111   kfkfkfkf nnnn  

 

додека неговите десни конечни разлики или диференции се дадени со изразите: 

 

         kfkfkf  1  

                    kfkfkfkf  12  

                          . 

                          . 

                          . 

                    kfkfkfkf nnnn 111 1    
 

Дискретните сигнали во праксата најчесто се добиваат по пат на дискретизација по 

време на континуалните сигнали. Оваа дискретизација се врши со уред кој вообичаено 

се нарекува дискретизатор по време. Дискретизацијата во општ случај може да биде 

неуниформна, но во праксата најчеста се применува тн. униформна дискретизација. 

Тогаш дискретизаторот по време може симболично да се прикаже со прекинувач, кој 
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мигновено се затвора секои .secT  и на својот излез генерира поворка од дискретни 

вредности           ,.....,,3,2,,0 kTfTfTfTff  на влезниот континуален сигнал  tf . 

 

Системи, чии што сигнали се сите дискретни, се нарекуваат дискретни системи. 

Математичкиот модел на еден дискретен динамички систем е диферентна равенка. За 

линеарен стационарен дискретен динамички систем од n ти ред, со влез  kTy  и излез 

 kTx , тоа е линеарна диферентна равенка од n ти ред со константни коефициенти од 

општ облик:  

 

            
 kTxAkTxAkTxAkTxA n

n
n

n
0

01
1

1  

                     nmkTyBkTyBkTyBkTyB m
m

m
m  

    ; 0
01

1
1  

 

Со помош на смените (1.4), равенката (1.5) секогаш може да се доведе на следниот 

еквивалентен облик: 

 

                kTxaTkxaTnkxaTnkxa nn 011 11  

                       nmkTybTkbTmkybTmkyb mm      ; 11 011  

 

Ограничувањето nm  произлегува од физичката остварливост на системот. 

 

Дефиницијата за линеарност на еден дискретен систем  S е иста како и кај 

континуалните системи: системот е линеарен доколку неговиот одѕив  kTx  на 

линеарна комбинација од конечен број N  влезови  е истата таа линеарна комбинација 

од одѕивите  kTxi  на одделните влезови  kTyi : 

 

         












N

i
ii

N

i
ii kTxckTyckTx

11

S  

 

Константите ic  се произволни комплексни броеви. 

 

Дискретниот систем е стационарен, доколку за неговиот одѕив важи: 

 

            TmkxTmkymTkTx S,  
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Задача.1.1.  Да се определи кои од подолу наведените сигнали се дискретни, а кои се 

континуални: 
 

а) температурата во една индустриска печка 

б) температурата на човечкото тело 

в) температурата на еден пациент заведена во неговиот болнички лист  

г) излезниот напон на еден електричен генератор 

д) покажувањата на еден дигитален часовник 

ѓ) резултатите во текот на еден кошаркашки натпревар 

е) нивото на течност во еден резервоар со константен дотек 

ж) излезот од еден електричен гласноговорник 

 

Решение: а) континуален, б) континуален, в) дискретен, г) континуален, д) дискретен, 

ѓ) дискретен, е) континуален, ж) континуален. 

 

Задача.1.2. Дали напонскиот делител од Слика 1.1 претставува континуален или 

дискретен систем? 

 

 

 

                                           

 

 

                                                                     

 

 

 

Слика 1.1.  Електрично коло во функција на делител на напон 

 

Решение: Очигледно, во задачата се работи за континуален електричен динамички 

систем, какви што се сите пасивни електрични мрежи составени само од отпорници, 

индуктивни елементи и кондензатори, затоа што сите сигнали во колото се дефинирани 

за секое време   ,t , односно се континуални сигнали.  

 

Задача.1.3. Дали радарскиот систем за следење со ротирачка антена, кој нормално 

прима сигнали (информации) еднаш во текот на секое завртување на антената, 

претставува континуален или дискретен систем? 

 

Решение: Опишаниот радарски систем за следење е пример за суштински дискретен 

систем. 

 

 sZvl  

 tuvl  
 tuiz  

 sZiz  
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Задача.1.4. Каков вид систем на одлучување и оценување користи професорот при 

оценувањето на своите студенти на крајот од семестарот, ако оцената се заснова врз 

резултатите од тестовите, испитите и останатите облици на проверка на знаење? 

 

Решение: Бидејќи сите информации врз основа на кои професорот ја заклучува оцената 

на студентот се дискретни (проверката на знаење се одвива во одредени термини), 

станува збор за дискретен систем. 

  

Задача.1.5. Каков вид систем на управување и одлучување применува обичен купувач 

на берза на акции, чија основна цел е да оствари добивка од своите вложувања? 

 

Решение: Купувачите односно тргувачите на берзите на акции состојбата на берзата (на 

пример, промената на цените на акциите), ја следат периодично. Тие можат да ги 

проверуваат цените на акциите и да откупуваат или продаваат акции секојдневно, еднаш 

неделно, еднаш месечно и сл. Заради ова периодично, а не континуално работење на 

берзата со акции, во примерот се работи за дискретен и тоа суштински дискретен 

систем, зошто промените и зделките на берзата на акции не се одвиваат 

непрекинато,туку прекинато, во одредени интервали. 

 

Задача.1.6. Дали системот за контрола и опслужување една банкарска сметка е 

континуален или дискретен систем? Зошто: Да се претпостави дека на сметката има 

еднократно вложување на одреден износ и нема никакво подигање. 

  

Решение:  Ако вложениот износ на сметката не се менува заради засметувањето камата 

или одбивањето одредени банкарски трошоци поврзани со одржувањето и 

опслужувањето на сметката, системот може да се смета за континуален, зошто износот 

на сметката е константен и непроменлив. Меѓутоа, ако се земе предвид каматата на 

вложениот износ, која банките вообичаено ја пресметуваат периодично (еднаш дневно, 

еднаш месечно, на три месеци или еднаш годишно), тогаш системот е дискретен, 

бидејќи износот на сметката се менува периодично, односно во одредени дискретни 

интервали. 

 

Задача.1.7. Влезот  tf  во еден дискретизатор по време, прикажан на Слика 1.2, е од 

облик: 

  

       1    ;sin  radthttf   

 

Каде што  th  е единичната отскочна односно Хевисајдовата функција: 

  









0   ,1

0   ,0

t

t
th

 

 

Да се прикаже графички излезот од дискретизаторот за период на дискретизација 

sT 25.0 .  



ДИСКРЕТНИ СИГНАЛИ И СИСТЕМИ 

 

ЗБИРКА ЗАДАЧИ ПО ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ      5  
 

 

                                                                            T 

                                                 tf                                                            kTf  

                                                               дискретизатор по време 

Слика 1.2. Симболична претстава на идеален дискретизатор по време 

 

Решение: Дискретизаторот е уред кој врши дискретизација на континуалниот сигнал 

доведен на неговиот влез и генерира дискретен сигнал на својот излез. Во зависност од 

видот на дискретизација на влезниот континуален сигнал, дискретизаторот може да 

биде дискретизатор по амплитуда или ниво, дискретизатор по време и дискретизатор и 

по ниво и по време. На Слика 1.2 симболично е претставен идеален дискретизатор по 

време, кој континуалниот сигнал  tf  од својот влез го претвора во дискретниот сигнал 

 kTf  на својот излез, така што на излезот пропушта само дискретни вредности од 

влезниот сигнал. Функцијата на дискретизаторот по време може да се претстави со 

идеален прекинувач, кој се затвора мигновено во одредени дискретни временски мигови 

 ,...2,1,0  ktt k . Овие дискретни временски мигови во специјален случај можат да 

бидат еквидистантни,  ,...2,1,0 kkTtk , и тогаш станува збор за униформна 

дискретизација по време, при што T  е позитивна реална константа, која претставува 

период на дискретизација. Се разбира дека реалните прекинувачи не се затвораат 

мигновено, туку се одликуваат со одредено, иако многу кусо, време на затворање на 

прекинувачот.  

 

 

 

 

 

 

 

      
 

Слика 1.3. Графички приказ на излезот од идеалниот дискретизатор по време од Задача 1.7 

 

Задача.1.8. Да се претпостави дека на излезот од дискретизаторот од Слика 1.2 е 

приклучен форматор од нулти ред, чија импулсна карактеристика има облик како што е 

прикажано на Слика 1.4.  

 

T

/

4 

2T 3T 9T 

 kTf

f(kT) 

-1 

-0.7 

0.7 

1 

kT  8T 7T 6T 5T 0 4T 
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                                                              1 

                 

                                                               

 

 

Слика 1.4.  Графички приказ на импулсната карактеристика на форматор од нулти ред 

 

Сериската врска од дискретизаторот по време и форматорот  е прикажана на Слика 1.5. 

Да се прикаже графички излезот од форматорот. 

 

 

 

                                     T 

                  f(t)                                         f(kT)                                       f(t) 

                      дискретизатор по време        форматор од нулти ред 

Слика 1.5. Илустрација кон Задачата 1.8 

 

Решение: Излезот од системот на Слика 1.5 е прикажан графички на Слика 1.6.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Слика 1.6. Графички приказ на излезот од форматорот од Слика 1.5 

 

Задача.1.9. Да се определи аналитички дискретниот сигнал  kTf , кој се добива со 

дискретизација на континуалниот сигнал  tf : 

 

0  

 tf  

 tgo  

t  T  
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-0.7 
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1 

t  9T 8T 7T 6T 5T 0 3T 2T T
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4T 
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t

tt

tt

t

tf

3   ;0

31   ;     

10   ;1

0   ;0

2
 

 

ако за период на дискретизација се усвои .5.0 sT   

 

Решение: Дискретниот сигнал  kTf ,  кој се добива со дискретизација на 

континуалниот сигнал  tf  со период на дискретизација .5.0 sT  , претставува 

множество дискретни вредности: 

 

             








































 ,...3,

2

5
,2,

2

3
,1,

2

1
,0,

2

1
,1..., fffffffffkTf  

 

чиј елемент  kTf  е опишан со следниот аналитички израз: 

 

     
 














































k

k
k

kk

k

k

kkT

kkT

k

kTf

6    ;0   

62    ;
4

       

20   ;
2

1
1 

0         ;0          

6   ;0   

62   ;  

20   ;1 

0         ;0         

22  

 

Меѓутоа, заради поголема едноставност во математичките записи и пресметки, 

дискретниот сигнал   kTf  вообичаено се претставува  преку k тиот елемент  kTf

  

Задача.1.10.  Да се определи аналитички и графички дискретниот сигнал  kTf , кој се 

добива со дискретизација по време на континуалниот сигнал  tf : 

 

    
















0.2              ;0                  

0.25.0   ;2sin      

5.0                ;0                      

t

ttt

t

tf   

 

ако за период на дискретизација се усвои .25.0 sT   
 

Решение: Континуалниот сигнал (1.14) графички е прикажан на Слика 1.7. Дискретниот 

еквивалент  kTf  на континуалниот сигнал  tf , добиен при дискретизација со период 

на дискретизација .25.0 sT  , е прикажан графички на Слика 1.8, и тој се состои од 

множеството дискретни вредности: 

 

                ,3,2,,0,,2..., TfTfTffTfTfkTf   
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                                                            ,...8,7,6,5,4 TfTfTfTfTf  
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4

1
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1
..., fffffff
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Слика 1.7. Графички приказ на континуалниот сигнал (1.14) 

 

 

Слика 1.8. Дискретен еквивалент на континуалниот сигнал (1.14) за .25.0 sT   
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Задача.1.11.  Да се определи соодветниот дискретен сигнал  kTf , добиен со 

дискретизација на континуалниот сигнал  tf , кој е аналитички опишан со изразот:  

 

  























3         ;0                        

31    ;
2

1

2

3
                 

10   ;                        

0         ;0                          
3

t

tt

tt

t

tf  

 

ако за период на дискретизација се усвои: а) .5.0 sT  и б) .33.0 sT   

 

Решение: Континуалниот сигнал (1.16) графички е прикажан на Слика 1.9, а неговите 

дискретни еквиваленти за дадените вредности на T  се прикажани на Слика 1.10 и Слика 

1.11. 

  

 
Слика 1.9. Графички приказ на континуалниот сигнал  tf  зададен со (1.16) 

 
Слика 1.10. Графички приказ на дискретниот сигнал    kfkTf 5.01   со период .5.0 sT   
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Слика 1.11. Дискретниот сигнал    kfkTf 33.02   со .33.0 sT   

 

Задача.1.12.  Графички да се прикаже дискретниот сигнал добиен со униформна 

дискретизација на континуалниот сигнал: 

 

  
















t

t

t

tf

1           ;0   

11        ;1         

1                 ;0           

 

 

ако за период на дискретизација се усвои: а) .2.0 sT   и б) .45.0 sT   Како и зошто се 

разликуваат добиените резултати под а) и б)? 

 

Решение:  Континуалниот сигнал (1.17) графички е прикажан на Слика 1.12, а бараниот 

дискретен сигнал, добиен за двете различни вредности на периодот на дискретизација, 

е прикажан графички на Слика 1.13 и Слика 1.14, соодветно. 

 

 

 

 

Слика 1.12. Графички приказ на континуалниот сигнал (1.17) 
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      -1.0  -0.8  -0.6  -0.4  -0.2   0.0      0.2    0.4     0.6   0.8   1.0     t 

  

Слика 1.13. Дискретниот сигнал добиен со дискретизација на (1.17) со .2.0 sT   

 

                                                        

 

 

 

-1.35    -0.9                   -0.45                0.0                      0.45                   0.9                  1.35              1.8         t 

 
 

Слика 1.14. Дискретен сигнал добиен со дискретизација на (1.17) со .45.0 sT   

 

Од графиците на Слика 1.13 и Слика 1.14 лесно се забележува дека при мал период на 

дискретизација, дискретниот сигнал е многу близок до изворниот континуален сигнал и 

ја зачувува скоро сета информација што ја носи во себе континуалниот сигнал пред 

дискретизацијата. Меѓутоа, со зголемувањето на периодот на дискретизација T , се губи 

сè поголем дел од информацијата што ја носи во себе изворниот континуален сигнал. 

 

Задача.1.13.  Аналитички да се определи и графички да се прикаже дискретниот сигнал 

 kTf , генериран со униформно дискретизирање на континуалниот сигнал  tf : 

 

     























3             ;0              

31        ;3          

11     ;1        

1             ;0                  
2

t

tt

tt

t

tf  

 

со период на дискретизација: а) .5.0 sT  , б) .0.1 sT   и в) .0.4 sT  Кој е најсоодветен 

избор на периодот на дискретизација T  во наведените случаи под а), б) и в)? 

1  

 kTf  

 kTf  
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Решение: Континуалниот сигнал  tf , аналитички зададен со изразот (1.18), графички 

е прикажан на Слика 1.15. Дискретниот сигнал  kTf , што се добива со дискретизација 

на континуалниот сигнал  tf , аналитички е опишан со изразот:  

 

     
 























3             ;0                  

31        ;3          

11     ;1      

1             ;0                     
2

kT

kTkT

kTkT

kT

kTf

 
 

и графички е прикажан за трите зададени вредности на периодот на дискретизација T  

на Слика 1.16, Слика 1.17 и Слика 1.18, соодветно. 

 

 

 

                           

 

 

 

      -1                   0               1                 2                   3          t 

 

Слика 1.15. Графички приказ на континуалниот сигнал (1.18) 

 

 
                         

                         2 

 

                           

 

                          

      -1      -0.5       0     0.5    1.0     1.5     2.0      2.5       3.0        t 

Слика 1.16. Графички приказ на сигналот (1.18) по дискретизацијата со .5.0 sT   

 

 

2  

1  

 tf  

 kTf1  
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                         1 

      -1                   0                1                2                  3           t 

 

Слика 1.17. Графички приказ на сигналот (1.18) дискретизиран со .0.1 sT    

                                

                            

 

 

 

 

 

                            

      -1                     0                 1                  2                    3                4                 t 

 

Слика 1.18. Графички приказ на сигналот (1.18) дискретизиран со .0.4 sT    

 

Од прикажаните графици очигледно дека најсоодветен избор за T   е .5.0 sT  , додека 

за .0.4 sT   сосема е изгубена информацијата што во себе ја носи континуалниот сигнал 

(1.18), зошто добиениот дискретен сигнал     043  kfkTf  за секое 0k и  

    143  kfkTf  за 0k . 

 kTf2  

1 

2 

 kTf3  
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Задача.1.14.  Да се определат првата и втората десна конечна разлика на дискретниот 

сигнал  kTf , прикажан графички на Слика 1.19, ако .2.0 sT   

 

 

                                                        

                                                                 1.0     

 

 

 

  

       -6Т  -5Т   -4Т   -3Т    -2Т   -Т       0       Т      2Т     3Т    4Т     5Т     6Т          t 

 
Слика 1.19. Илустрација кон Задача 1.14 

 

Решение: Дискретниот сигнал   kTf  од Слика 1.19 е опишан со следниот аналитички 

израз: 

  

     
















k

k

k

kTf

5           ;0   

55        ;1         

5                 ;0           

 

 

и е претставен со множеството дискретни вредности: 

 

                   ,0,,2,3,4,5..., fTfTfTfTfTfkTf   
                                           ,...5,4,3,2, TfTfTfTfTf  

                                        ,0,2.0,4.0,6.0,8.0,0.1..., ffffff   

                                             ,...0.1,8.0,6.0,4.0,2.0 fffff  

 
Првата и втората десна конечна разлика на еден дискретен оригинал  kTf  се 

дефинирани на следниот начин: 

      kTfTkTfkTf   

           kTfTkTfTkTfkTfkTf  222  

 

па, оттука, за  kTf  зададен со (1.20), се добива: 

 kTf  
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          6   ,0  kkTfTkTfkTf  
               6   ,1  kkTfTkTfkTf  

               55   ,0  kkTfTkTfkTf  

               5   ,1  kkTfTkTfkTf  

               5   ,0  kkTfTkTfkTf  

 

Имено: 

 

        00076  TfTf  

                   10165  TfTf  

                   01154  TfTf  
                   01143  TfTf  

                   01132  TfTf  

                    0112  TfTf  

                    0110  Tff  

                     0110  fTf  

                     0112  TfTf  

                     01123  TfTf  

                     01134  TfTf  

                     01145  TfTf  

                      11056  TfTf  

                      00067  TfTf  

                   .............................................. 

На сличен начин, врз основа на дефиницијата (1.23), за вторите десни конечни разлики 

на дискретниот оригинал (1.20) се добива: 

 

          702  kkTfTkTfkTf  

               7   ,12  kkTfTkTfkTf  

               6   ,12  kkTfTkTfkTf  

                3,502 kkTfTkTfkTf  

               4   ,12  kkTfTkTfkTf  

               5   ,12  kkTfTkTfkTf  

               502  kkTfTkTfkTf  

 
Задача.1.15.   Дискретниот сигнал  kTf  е опишан со следниот аналитички израз: 

  

      ,...2,1,0,5  kkTf  

 

и го претставува множеството дискретни вредности: 
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                   ,...1,1,1,1,1...,,...2,,0,,2...,  TfTffTfTfkTf  

 

Да се определат неговите десни конечни разлики од прв и втор ред.                             

 

Решение: Бараните конечни разлики на набљудуваниот дискретен сигнал  kTf  се 

идентички еднакви на нула за секое k , бидејќи оригиналот (1.27) претставува 

константен дискретен сигнал. 

 

Задача.1.16.   Да се определат десните и левите конечни разлики од прв и втор ред на 

дискретниот сигнал  kf , опишан со следниот аналитички израз: 

  

      ,...2,1,0,5  kkkf  

 

Решение: Набљудуваниот дискретен сигнал го претставува множеството дискретни 

вредности: 

 

                  ,...2,1,0,1,2..., fffffkf  

                          ,...30,25,20,15,10,5,0,5,10,15,20,25,30...,   
 

Следствено, неговите конечни разлики од прв ред ќе изнесуваат: 

 

          kkfkfkf  51  
                     kkfkfkf  51  

 

додека конечните разлики од втор ред се нулеви: 

 

          kkfkfkf  012  

                     kkfkfkf  012
 

 

Задача.1.17.   Да се определат десните и левите конечни разлики од прв и втор ред на 

дискретниот каузален сигнал  kTf , .,1sT   опишан со аналитичкиот израз: 

 

       .   ,...;3,2,1,0   , constakakf k  

 

Решение: Во специјален случај, за еден дискретен оригинал може да се определи 

аналитички израз за конечните разлики од произволен ред. Така, во конкретниот случај 

се добива: 

 

            ,...3,2,1,0   ,11 1   kaaaakfkfkf kkk  

                       ,...3,2,1,0   ,11 11   kaaaakfkfkf kkk
 

 



ДИСКРЕТНИ СИГНАЛИ И СИСТЕМИ 

 

ЗБИРКА ЗАДАЧИ ПО ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ      17  
 

                         ,...3,2,1,0   ,1111
212   kaaaaaakfkfkf kkk

 

                         ,...2,1,0,1111
22212   kaaaaaakfkfkf kkk

 

 

Задача.1.18.  Да се определат првата и втората десна конечна разлика на дискретните 

сигнали од Слика 1.16 и Слика 1.17. 

 

Решение: Дискретниот сигнал од Слика 1.16 е опишан аналитички со изразот (1.19) за 

.5.0 sT  :  

 

     
 














































6              ;0            

62      ;
2

3       

22   ;
4

1      

2             ;0                

3           ;0               

31      ;3       

11   ;1    

1            ;0                  2

2

k

k
k

k
k

k

kT

kTkT

kTkT

kT

kTf

 
 

па за неговите десни конечни разлики од прв ред се добива: 

 

    .................................................................................................. 

                     000323     :3  TfTfTfk  
                     75.00.075.022     :2  TfTfTfk  

                     25.075.000.10     :1  TffTfk  

                     25.000.175.000     :0  fTffk  

                         25.175.000.22     :1  TfTfTfk  

                     5.00.25.1232     :2  TfTfTfk  

                     5.05.10.1343     :3  TfTfTfk  

                     5.00.15.0454     :4  TfTfTfk   

                     5.05.00.0565     :5  TfTfTfk  

                     000676     :6  TfTfTfk  

                ..................................................................................... 

односно: 

     
 

























             52      ;                          

1            ;
2
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02   ;12

5   ,2    ;0                        
2
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kT

kTk
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kTf  
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додека за вторите десни конечни разлики на дискретниот сигнал (1.35), врз основа на 

(1.37) и (1.23), се добива: 

 

                                         

                      000434     :4 2  TfTfTfk  

                      75.0075.0323     :3 2  TfTfTfk  

                      5.075.025.022     :2 2  TfTfTfk  

                      5.025.025.00     :1 2  TffTfk  

                     5.125.025.100     :0 2  fTffk  

                     75.125.15.02     :1 2  TfTfTfk  

                     05.05.0232     :2 2  TfTfTfk  

                     05.05.0343     :3 2  TfTfTfk  

                                                  

 односно: 

     


























1           ;75.1             

0            ;5.1                  

12   ;5.0                 

3            ;75.0                  

2   ,3            ;0                                  

2

k

k

k

k

kk

kTf

 
 

Дискретниот сигнал од Слика 1.17 е опишан со аналитичкиот израз (1.19) за .0.1 sT  :  

 

     
 

























3             ;0                  

31        ;3          

11     ;1      

1             ;0                     
2

k

kkT

kkT

k

kTf  

                          























3             ;0                

31        ;3           

11     ;1          

1             ;0                    
2

k

kk

kk

k

 

 

па за неговите десни конечни разлики од прв ред се добива: 

 

          101101   :1  fffk  
                     112010   :0  fffk  

                     121121   :1  fffk  

                     110232   :2  fffk  
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За сите други вредности на k  надвор од интервалот 21  k , првите десни конечни 

разлики на (1.40) се нулеви, односно: 

 

     
















21;1

01;1   

2   ,1;0   

k

k

kk

kf  

 

додека за вторите десни конечни разлики на дискретниот сигнал (1.40), врз основа на 

(1.23) и (1.42), се добива: 

 

                                       

                     000323     :3 2  fffk  

                     101212     :2 2  fffk  

                     011101     :1 2  fffk  

                     211010     :0 2  fffk  

                     011121     :1 2  fffk  

                     110232     :2 2  fffk  

                     000343     :3 2  fffk  
                                                  

                                                                                               

односно: 

         
















2,0     ;0  

0;2

2  ;1   

1 2

k

k

k

kfkfkf
 

 

Задача.1.19.   Да се определат левите и десните конечни разлики од произволен n ти 

ред на дискретниот оригинал:  

   

    









,...2,1,0   ;

,...2,1   ;0       

ka

k
kTf

kT       0.consta  

 

Решение: Бараните конечни разлики на дискретниот оригинал (1.45) се:  

 

             0   ;1   :1 1   kaaaakTfTkTfkTfn TkTkTTk
 

                          kTfTkTfTkTfkTfkTfn 22   :2 2
 

                                                0   ;12
212   kaaaaa TkTkTTkTk  

                         kTfTkTfTkTfkTfkTfn 22   :3 23
 

                                                 kTfTkTfTkTfTkTf 3233  
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        0   ;133

3123   kaaaaaa TkTkTTkTkTk
 

                                                                   

                             0   ;1   :  kaakTfn
nTkTn  

                              kTfTkTfkTfkTfn nnnn 1   :1  

                                                       nTkTnTTkT aaaa 11  

                                                       0;111
1




kaaaaa
nTkTTnTkT                       

            0   ;1   :1   kaaaaTkTfkTfkTfn TTkTTkTkT
 

                         TkTfTkTfkTfkTfkTfn 22   :2 2
 

                                                0   ;12
2221   kaaaaa TTkTTkTkkT  

                          TkTfTkTfkTfkTfkTfn 22   :3 23  

                                                  TkTfTkTfTkTfkTf 3233  

                                                  0   ;133
33321   kaaaaaa TTkTTkTkTkkT    

                                                              

                                                 

                   0   ;1   :   kaakTfn
nTnTkTn  

                          TkTfkTfkTfkTfn nnnn 1   :1  

                                                      nTnTTknTnTkT aaaa 11 1  

                                                        0;111
111 
 kaaaaa

nTTnkTTnTTnkT                       

 

Задача.1.20.   Кои коефициенти во дадената диферентна равенка: 

 

                TkxaaTkxTkxa 123 32
2

4  

                                                   kTxkTdaTkxa
2

001 1  

                                                TkybTkyb 13 10   

 

треба да бидат еднакви на нула, за таа да претставува модел на реален линеарен и 

стационарен дискретен динамички систем со еден влез  kTy  и еден излез  kTx ? 

 

Решение: Ако се воведе: 

 

    00430  baad  

 

равенката (1.48) се трансформира во равенката: 

 

              TkybkTxaTkxaTkxa 112 1012   
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која што претставува линеарна диферентна равенка со константни коефициенти и како 

таква може да претставува модел на реален линеарен стационарен дискретен динамички 

систем со влез  kTy  и излез  kTx . (Забелешка: за 00 b  равенката (1.48) не може да 

претставува модел на реален дискретен систем, зошто одѕивот  kTx  нема да зависи 

само од тековната и минатите, туку и од идните вредности на влезот  kTy , што значи 

ќе биде антиципативен систем – систем со можност за предвидување, а таквите системи 

се нереални системи.) 

 

Задача.1.21.   Дадена е диферентната равенка: 

 

          kTykTxTkkTx 2  

 

каде што, под претпоставка,  kTy  претставува влез, а  kTx  е излез на некој дискретен 

систем. За каков систем станува збор? 

 

Решение: Равенката (1.51) без проблем може да се претстави во следниот еквивалентен 

облик: 

 

             TkyTkxkTTxk 222   

 

Бидејќи (1.52) е диферентна равенка, очигледно се работи за модел на дискретен систем. 

Во продолжение, бидејќи тековната вредност на непознатата  kTx  зависи од мината 

вредност   Tky 2  на познатата функција  kTy , се работи за динамички дискретен 

систем со одредена конечна меморија, а бидејќи не зависи од идни вредности на влезот 

 kTy , системот е неантиципативен (не поседува  способност за предвидување).  

Ваквиот систем е реален (може да се реализира) и каузален (нема излез во отсуство на 

влез). Моделираниот систем е дискретен систем со еден влез и еден излез, зошто 

моделот му се состои од една диферентна равенка. Во спротивно,  ако се работи за 

повеќевеличински дискретен систем, соодветниот модел ќе се состои од систем 

диферентни равенки, чиј број мора да одговара на бројот излези од повеќевеличинскиот 

систем. Дадената диферентна равенка е линеарна, па претставува модел на линеарен 

дискретен систем. Бидејќи коефициентот пред членот  kTx  во равенката (1.52) зависи 

експлицитно од независно променливата kT , што значи дека не сите коефициенти на 

равенката се константни броеви, следува дека таа опишува нестационарен дискретен 

систем. Конечно, редот на диферентната равенка (1.52) е два и тој одговара на редот на 

моделираниот дискретен систем. Следствено, дадената диферентна равенка (1.51) 

опишува линеарен нестационарен каузален дискретен динамички систем од втор ред со 

еден влез и еден излез.  

 

Задача.1.22.   Да се провери линеарноста на дискретниот модел: 

 

           1122  kykxkxkx  
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Решение: Нека  kx1  е одѕив на набљудуваниот систем (1.53) на влезот  ky1 . Тогаш 

ќе важи: 

 

           1122 1111  kykxkxkx  

 

Соодветно, ако  kx2  е одѕив на набљудуваниот систем (1.53) на влезот  ky2 , ќе важи: 

 

           1122 2222  kykxkxkx  

 

Одѕивот на системот (1.53), на линеарна комбинација од влезовите  ky1  и  ky2  исто 

така се одредува од (1.53): 

 

           1122  kykxkxkx  

                        11122 2211  kyckyckxkxkx  

                            kxkxkxckxkxkx 1111 122122  

                                   kxkxkxc 2222 122   

                          22122 2211 kxckxckxkxkx  

                                     kxckxckxckxc 22112211 112   

                                      

Од (1.56) произлегува дека одѕивот на набљудуваниот дискретен систем (1.53) на 

линеарна комбинација од влезови      kyckycky 2211   е иста таква линеарна 

комбинација од одѕивите на системот на одделните влезови: 

 

         kxckxckx 2211   

 

што значи дека системот е линеарен. 

  

Задача.1.23.   Да се провери линеарноста на дискретниот модел: 

 

         .,   ; 1001 constaaakyakx  

 

Решение: Бидејќи одзивот  kx  на набљудуваниот модел на линеарна комбинација од 

влезови       .,; 212211 constcckyckycky      не е истата линеарна комбинација од 

одзивите на одделните влезови: 

 

              02211101 akyckycaakyakx  

                               20221101110221111 cakycacakycaakycakyca  

                               kxckxcakyacakyac 221102120111   

 

може да се заклучи дека тој не е линеарен модел. 
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Задача.1.24.  Да се испита стационарноста на линеарниот дискретен динамички систем 

опишан со следниот математички модел: 

 

      kykxkx  1  

 

Решение: Нека: 

 

    nkyky 1  

 

Тогаш, врз основа на (1.60) следува: 

 

               11 111  kxkxnkxnkxnkyky  

 

каде што: 

 

    nkxkx 1  

 

Следствено: 

 

    nkxnkx ,  

 

па, може да се заклучи дека набљудуваниот дискретен систем е стационарен. 

 

Задача.1.25.  Нека, под претпоставка, одѕивот на еден дискретен систем S  на влезот 

 ky  е: 

 

       2S kykykx   

 

каде што S  е оператор, кој покажува како системот дејствува врз влезот  ky  за да го 

произведе соодветниот излез  kx . Релацијата (1.65) значи дека одзивот на 

набљудуваниот систем во произволниот дискретен миг k  е еднаков со влезот во мигот 
2k . Да се испита стационарноста на овој систем. 

 

Решение: Ако на влезот од набљудуваниот дискретен систем се доведе истиот сигнал 

 ky , само задоцнет за n  периоди, неговиот одзив, во согласност со (1.65) ќе биде: 

 

              nkxnkynknkynkynkynkx  2222
2S,  

 

Следствено: 

 

    nkxnkx ,  

 

и може да се заклучи дека набљудуваниот дискретен систем не е стационарен. 
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Задача.1.26.  Да се испита линеарноста и стационарноста на следните системи: 

 

  
 









0   ,

0   ,0      

kky

k
kx  

 

  
 

   








0   ,

0   ,0      

kyky

ky
kx  

 

Решение: Нека  kx1  е одѕив на набљудуваниот систем (1.68) на влезот  ky1 . Тогаш 

ќе важи: 

 

  
 









0   ,

0   ,0       

1

1
kky

k
kx  

 

Соодветно, ако  kx2  е одѕив на набљудуваниот систем (1.68) на влезот  ky2 , ќе важи: 

 

  
 









0   ,

0   ,0       

2

2
kky

k
kx  

 

Одѕивот на системот (1.68), на линеарна комбинација од влезовите  ky1  и  ky2  исто 

така се одредува од (1.68): 

 

  
       



























0   ,

0   ,0       

0   ,

0   ,0       

0   ,

0   ,0                    

1121 kky

k

kky

k

kkyky

k
kx  

 

и, како што лесно се забележува, претставува линеарна комбинација од одѕивите (1.70) 

и (1.71): 

 

      kxkxkx 21   

 

Следствено, системот (1.68) е линеарен. На сличен начин, за системот (1.69) важи: 

 

  
 

   








0   ,

0   ,0       

11

1
1

kyky

ky
kx  

 

  
 

   








0   ,

0   ,0        

22

2
2

kyky

ky
kx  
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0   ,

0   ,0                    

2121

21

kykykyky

kyky
kx  

 

                    
 

   

 

   

















0,

0,0

0,

0,0

22

2

11

1

kyky

ky

kyky

ky

   

          

   

          

 

 

што значи дека овој систем не е линеарен. 

 

Системот (1.68) е нестационарен, бидејќи: 

 

  
     

 


























 nkx

nknky

nk

nknky

nk

knky

k
nkx

   ,

   ,0           

0   ,

0   ,0           

0   ,

0   ,0           
,   

 

додека системот (1.69) е стационарен: 

 

  
 

   
 nkx

nkynky

nky
nkx 










0   ,

0   ,0          
,  

 

Задача.1.27.   Да се состави математички модел на дискретен елемент кој внесува чисто 

доцнење во влезниот сигнал од m  периоди на дискретизација T . Потоа, врз основа на 

добиениот модел, да се испита дали набљудуваниот елемент е: а) линеарен, б) каузален, 

в) стационарен и г) дали поседува меморија. 

 

Решение: Фактот дека набљудуваниот дискретен елемент внесува чисто доцнење во 

влезниот сигнал од m  периоди на дискретизација T  значи дека тој ниту го засилува 

ниту го слабее влезниот сигнал, туку само го задоцнува за даденото време. Следствено, 

одѕивот на ваков елемент е претставен со  релацијата: 

 

        TmkykTx   

 

(а) Врз основа на дефиницијата за линеарност, се добива: 

 

        TmkykTx  11  

                   TmkykTx  22  

                         TmkycTmkycTmkykTx  2211  

                    kTxckTxckTx 2211   

 

Следствено, може да се заклучи дека набљудуваниот дискретен елемент е линеарен. 

 

(б) Бидејќи одѕивот на набљудуваниот дискретен систем не зависи од идни вредности 

на влезот, тој е каузален систем. 
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(в) Ако со  kTx1  се означи одѕивот на набљудуваниот систем на влезот 

    TnkykTy 1 , тогаш од дефиницијата за стационарност непосредно следува: 

 

              TnkxTnmkyTmkykTx  11  

                

Следствено, набљудуваниот систем е стационарен. 

 

(г) Бидејќи одѕивот на набљудуваниот дискретен систем во произволен миг k  зависи од 

мината вредност на влезот во мигот mk  , тој е систем со меморија. 

 

Задача.1.28.   Да се испита дали дискретниот систем со еден влез  kTy  и еден излез 

 kTx , чија влезно - излезна релација гласи: 

 

       kTkykTx   

 

е: а) линеарен, б) каузален, в) стационарен и г) дали поседува меморија. 

 

Решение: Нека  kTx1  е одѕивот на набљудуваниот систем на произволен влез  kTy1  

, додека  kTx2   е одѕивот на истиот систем на друг произволен влез  kTy2  . Тогаш, 

врз основа на (1.82), за овие излези важи: 

 

       kTkykTx 11   

                  kTkykTx 22   

 

Ако сега, на влезот од набљудуваниот систем се доведе линеарна комбинација од 

влезовите  kTy1  и  kTy2 : 

 

         kTyckTyckTy 2211   

 

на излезот ќе се добие: 

 

             kTyckTyckkTkykTx 2211  

                                  kTxckTxckTkyckTkyckTky 22112211   

 

што значи дека тој претставува иста таква линеарна комбинација од одѕивите  kTx1  и 

 kTx2  на одделните влезови  kTy1  и  kTy2 ; следствено, набљудуваниот систем е 

линеарен. 

 

(б) Бидејќи одѕивот на набљудуваниот дискретен систем не зависи од идни вредности 

на влезот, тој е каузален систем. 

 

(в) Ако со  kTx1  се означи одѕивот на набљудуваниот систем на влезот 

    TnkykTy 1 , тогаш од дефиницијата за стационарност непосредно следува: 



ДИСКРЕТНИ СИГНАЛИ И СИСТЕМИ 

 

ЗБИРКА ЗАДАЧИ ПО ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ      27  
 

                  TnkxTnkynkTnkkykTkykTx  11  

                

Следствено, набљудуваниот систем не е стационарен. 

 

(г) Бидејќи одѕивот на набљудуваниот дискретен систем во произволен миг k  зависи 

само од тековната вредност на влезот (во истиот тој миг k ), тој е систем без меморија. 

 

Задача.1.29.   Да се определи соодветната хомогена диферентна равенка преку која се 

генерираат следните дискретни оригинали: 

 

      .   ; constAAkTf   

      .,   ; constbabatkTf   

      .,,   ;2 constcbacbtatkTf   

 

Решение:  Првата десна конечна разлика на дискретниот оригинал (1.87) е: 

 

          0 AAkTfTkTfkTf  

 

Следствено, бараната хомогена диферентна равенка преку која се генерира функцијата 

(1.87) е: 

 

        AfkTf  0   ;0  

 

За дискретниот оригинал (1.88) важи: 

 

                aTbkTabTkTakTfTkTfkTf   

                02222  aTaTaTkTfTkTfTkTfkTfkTf  

 

Оттука, бараната хомогена диферентна равенка преку која се генерира функцијата 

(1.88) е: 

 

          baTTfbfkTf  ,0   ;02  

 

На сличен начин, за дискретниот оригинал (1.89) се добива: 

 

               cTkTbTkTakTfTkTfkTf
2

 

                                    baTTkTaTckTbkTa  2
2

 

                   22 222 aTbaTTkTaTbaTTTkTaTkTfkTf   

         022 2223  aTaTkTfkTf  

 

Оттука, тој може да се генерира преку хомогената диферентна равенка: 
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            cbTaTTfcbTaTTfcfkTf  242,,0   ;0 223  

 

со дадените почетни услови. 

 

Задача.1.30.  Со помош на рекурентната постапка, да се определат првите неколку 

дискретни вредности на решението на следната диферентна равенка: 

 

          010   ;2  ffAkf  

 

Решение: Ако на левата страна од диферентната равенка (1.99) втората десна конечна 

разлика на дискретниот оригинал  kf  се замени со соодветниот израз, ќе се добие 

еквивалентната диферентна равенка: 

 

          Akfkfkf  122  

 

која може да се преуреди во облик: 

 

          Akfkfkf  122  

   

Оттука, за 3,2,1,0k  се добиваат бараните вредности на решението  kf : 

 

    :0k       AAfff  0122  

               :1k       AAfff 31223   

               :2k       AAfff 62324   

               :3k       AAfff 103425   
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2. Z-ТРАНСФОРМАЦИЈА И НЕЈЗИНИ ОСОБИНИ 
 

 

 
Z трансформацијата претставува математички апарат за изучување на линеарните 

стационарни дискретни динамички системи. Со нејзина помош, една функција од 

дискретната независно променлива k  се трансформира во функција од комплексната 

променлива z . Аналогно, со помош на Z трансформацијата, една линеарна 

диферентна равенка со константни коефициенти се трансформира во соодветна 

алгебарска равенка. Со тоа посложениот оригинален проблем на решавање диферентни 

равенки се сведува на поедноставниот проблем на решавање алгебарски равенки.   

 

Едностраната директна Z трансформација на функцијата  kTf  се дефинира како 

бесконечен степенски ред по негативните степени од комплексната променлива  z , при 

што коефициенти на редот се дискретните вредности на функцијата  kTf : 

 

(2.1) 
   

  




 k

k

k zkTfzTfzTffzkTfzF )()2()()0()()(
0

21
 

 

Двостраната Z трансформација на функцијата  kTf  е дефинирана со изразот: 

 

(2.2)     




 )0()()()()( fzTfzkTfzkTfz k

k

kF  

                                                     kzkTfzTfzTf )()2()( 21  

 

и во општ случај    zFz F . Меѓутоа, за каузални сигнали за кои важи: 

 

(2.3)      00  k,kTf     

 

едностраната и двостраната Z трансформација се идентични. Бидејќи во рамките на 

овој труд ќе бидат третирани само каузални сигнали, во продолжение ќе стане збор само 

за едностраната Z трансформација.  

 

Едностраната Z трансформација (2.1) симболично се запишува на следниот начин: 

 

(2.4)        kTfZzF   

  

каде што функцијата  kTf  се нарекува дискретен оригинал, а нејзината Z

трансформација  zF  се нарекува Z слика на тој дискретен оригинал. Дискретниот 

оригинал и неговата  Z слика чинат еден Z трансформационен пар. За дискретните 

оригинали кои се сретнуваат во овој труд, едностраната Z трансформација  zF  
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секогаш претставува дробно - рационална функција од комплексната променлива z  од 

општ облик: 

 

(2.5)     
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каде што ограничувањето nm  произлегува од фактот дека се работи за еднострана 

Z трансформација. Нулите на полиномот  zb  претставуваат нули на дробно -

рационалната функција  zF , додека нулите на полиномот  za  претставуваат нејзини 

полови. Преку своите нули и полови, дробно - рационалната функција  zF  секогаш 

може да се претстави во факторизиран облик на следниот начин: 
 

(2.6)     
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Во општ случај, едностраната Z трансформација не е дефинирана во целата z
комплексна рамнина, туку само во надворешноста на круг со радиус R и центар во 

координатниот почеток од z рамнината. Радиусот R  се нарекува радиус на 

апсолутна конвергенција на сликата  zF , додека надворешноста на кругот Rz  се 

нарекува област на апсолутна конвергенција на сликата  zF . 

 

Директната Z трансформација на еден дискретен оригинал секогаш може да се 

определи според дефиницијата (2.1). Меѓутоа, многу почесто попогодно е да се 

применат особините на Z трансформацијата, кои се искажани во вид на соодветни 

теореми. Во продолжение се дадени некои од најважните особини на едностраната Z

трансформација, без да бидат приложени соодветните докази. 

 

1.Теорема за линеарност на Z трансформацијата: ако дискретните оригинали 

 kTf i   Ni ,...,2,1  имаат свои Z слики      iii RzkTfZzF     , , тогаш и 

дискретниот оригинал    



N

i
ii kTfckTg

1

, кој претставува линеарна комбинација од 

дискретните оригинали  kTf i ,  Ni ,...,2,1 , ќе има своја Z слика 

     RzkTgZzG     , , и за таа слика важи: 
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Со други зборови, Z сликата од линеарна комбинација на конечен број дискретни 

оригинали, е истата таа линеарна комбинација од Z сликите на соодветните оригинали. 

Притоа, Cic се произволни константи, додека за R  важи: 

 

(2.8)  NR,...,R,RmaxR 21  

 

2. Теорема за множење на дискретниот оригинал  kTf  со факторот kTa , односно 

теорема за промена на z скалата: ако дискретниот оригинал  kTf  има своја Z

слика      fRz,kTfZzF      , тогаш и дискретниот оригинал    kTfakTg kT  ќе 

има своја Z слика      gRz,kTgZzG      , и за таа слика важи: 

 

(2.9)              f
T

g
TkT RaRz,zaFkTfaZkTgZzG        

 

3. Теорема за множење на дискретниот оригинал  kTf  со произволен степен на 

дискретната независно променлива kT  односно теорема за диференцирање на Z

сликата  zF : ако дискретниот оригинал  kTf  има своја Z слика 

     fRz,kTfZzF      , тогаш и дискретниот оригинал      kTfkTkTg
n

  ќе има 

своја Z слика      gRz,kTgZzG      , и за таа слика важи: 

 

(2.10)                       kTfkTZzF,zF
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d
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4. Теорема за делење на дискретниот оригинал  kTf  со дискретната независно 

променлива kT  односно теорема за интегрирање на Z сликата  zF : ако 

дискретниот оригинал  kTf  има своја Z слика      fRz,kTfZzF       и ако постои 

граничната вредност 
 
kT

kTf
lim
k 0

, тогаш и дискретниот оригинал  
 
kT

kTf
kTg   ќе има 

своја Z слика      gRz,kTgZzG      , и за таа слика важи: 

 

(2.11)        
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5. Теорема за транслација на независно променливата kT  во просторот на 

оригиналите односно теорема за множење на Z слика  zF  со нејзиниот аргумент 

z : ако дискретниот оригинал  kTf  има своја Z слика      fRz,kTfZzF       , 

тогаш и дискретните оригинали     TnkfkTg 1  и     TnkfkTg 2 , каде што 
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n  е цел позитивен број, ќе имаат свои Z слики     
111 gRz,kTgZzG       и 

    
222 gRz,kTgZzG      , соодветно,  и за тие слики важи: 

 

(2.12)                 
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(2.13)                 
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6. Теорема за Z трансформација на конечните разлики: ако дискретниот оригинал 

 kTf  има своја Z слика      fRz,kTfZzF       , тогаш ќе постои и Z сликата на 

неговата лева односно десна конечна разлика од произволен ред n , и за тие слики важи: 

 

(2.14)                    
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7. Теорема за пресликување конечна сума  


k

m

mTf
0

 од просторот на оригиналите: 

ако дискретниот оригинал  kTf  има своја Z слика      fRz,kTfZzF       , тогаш 

ќе постои и Z сликата на конечната сума    


k

m

mTfkTg
0

 и за таа слика важи: 
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8. Теорема за одредување на сумата на бесконечен конвергентен ред  


0k

kTf : ако 

дискретниот оригинал  kTf  има своја Z слика      1 z,kTfZzF      , тогаш 

бесконечниот ред  


0k

kTf  е конвергентен, па неговата сума постои, е конечна и може 

да се определи според изразот: 

 

(2.17)       zFlimkTf
zk 10 
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9. Теорема за почетната вредност на еден дискретен оригинал: ако дискретниот 

оригинал  kTf  има своја Z слика      fRz,kTfZzF       , тогаш неговата почетна 

вредност  0f  може да се определи според формулата: 

 

(2.18)         zFkTff
zk 

 limlim0
0

 

  

Со други зборови, теоремата тврди дека поведението на дискретниот оригинал  kTf во 

околина на нулата е еднакво со поведението на неговата Z слика  zF  во бесконечност. 

 

10. Теорема за крајната (трајната) вредност на еден дискретен оригинал: ако 

дискретниот оригинал  kTf  има своја Z слика      fRz,kTfZzF       и сликата 

   zFz 1  е аналитичка во областа 1z , тогаш неговата трајна вредност  f  може 

да се определи според формулата: 

 

(2.19)           zFzlimkTflimf
zk

1
1




 

 

Теоремата 9 и теоремата 10 со едно име се нарекуваат гранични теореми на Z

трансформацијата. 

 

11. Теорема за конволуција на дискретни оригинали или множење на Z слики: 

ако дискретните оригинали  kTf1  и  kTf2  имаат свои Z слики 

    
111 fRz,kTfZzF       и     

222 fRz,kTfZzF      , соодветно,  тогаш ќе постои 

и Z сликата на дискретниот оригинал      kTfkTfkTg 21  , кој претставува 

конволуција од дадените дискретни оригинали, и за таа слика важи:  

 

(2.20)                  gRz,zFzFkTfkTfZkTgZzG  2121  

 

12. Теорема за множење дискретни оригинали или конволуција на Z слики: ако 

дискретните оригинали  kTf1  и  kTf2  имаат свои Z слики 

    
111 fRz,kTfZzF       и     

222 fRz,kTfZzF      , соодветно,  тогаш ќе постои 

и Z сликата на дискретниот оригинал      kTfkTfkTg 21 , кој претставува производ 

од дадените дискретни оригинали, и за таа слика важи:  

(2.21)             
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Одредувањето на дискретниот оригинал  kTf , кој припаѓа кон дадена Z слика се 

нарекува инверзна Z трансформација и симболично се означува на следниот начин: 
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(2.22)         01   k,zFZkTf     

 

Таа може да се определи на еден од следните начини: 

 

1. Со примена на готови таблици на Z трансформациони парови 

2. Со развој на функцијата  zF  во степенски ред по негативните степени на 

комплексната променлива z  

3. Со бесконечно алгебарско делење на броителот и именителот од дробно  

рационалната функција  zF  

4. Со развој на дробно рационалната функција  zF  во парцијални дропки  

5. Со примена на интегралната формула за инверзна Z трансформација 

 

Наједноставен начин да се определи дискретниот оригинал  kTf  кон дадена Z слика 

 zF  е со примена на готови таблици Z трансформациони парови. Една таква таблица 

е дадена на крајот од овој труд. Главен недостаток на овој начин е што во таблиците се 

дадени само најчесто користените Z трансформациони парови. Дискретниот оригинал 

 kTf  кон дадена Z слика  zF  може да се определи и со развој на функцијата  zF  

во Тајлоров ред во околина на точката     zzu    01
: 

(2.23)   
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(2.24)      
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Главен недостаток на оваа постапка е што во општ случај дискретниот оригинал  kTf  

не се добива во затворен аналитички облик, туку се добиваат само неговите дискретни 

вредности: 
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(2.26)       00 Ff   
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Со постапката за бесконечно алгебарско делење на броителот и именителот во дробно 

рационалната функција  zF , повторно се добиваат само дискретните вредности на 

бараниот оригинал  kTf , а не и неговиот затворен аналитички облик: 
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Развојот на дробно рационалната функција  zF  во парцијални дропки по нејзините 

полови може да се претстави на следниот начин: 

 

(2.28)           zFzFzF
a

b
zF N

n

n  21  

каде што   NizFi ,...,2,1;   се елементарни Z слики кои имаат пол во точката Taz   

со одредена кратност, а   NikTfi ,...,2,1;   се нивните дискретни оригинали. Тогаш, 

дискретниот оригинал  kTf  кон Z слика  zF  ќе биде: 
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Елементарните слики   NizFi ,...,2,1;   и  нивните дискретни оригинали 

  NikTfi ,...,2,1;   се дадени на крајот од овој труд. 

 

Најелегантен начин да се определи дискретниот оригинал  kTf  кон дадена Z слика 

 zF , е со примена на интегралната формула за инверзна Z трансформација:    
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која што, во случајот на дробно рационалната функција  zF , се сведува на 

пресметување на остатоците на функцијата   1kzzF  во сите нејзини различни полови. 

 

Во општ случај, не секој дискретен оригинал  kTf  има своја Z слика  zF , исто како 

што и за секоја функција  zF  не постои соодветен дискретен оригинал. Меѓутоа, за 

дискретните сигнали кои се сретнуваат во овој труд, секогаш ќе постои соодветна Z

слика и обратно, секоја функција  zF  ќе има свој дискретен оригинал. 
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Задача.2.1.  Да се определи областа на апсолутна конвергенција на Z  сликата:  

 

(2.31) 
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Решение: Област на апсолутна конвергенција на Z сликата  zF  е надворешноста на 

круг во z комплексната рамнина, со центар во координатниот почеток, кој ги опфаќа 

сите полови на дробно рационалната функција (2.31) и минува низ полот што се наоѓа 

најдалеку од координатниот почеток во z рамнината. Функцијата   zF  има прости 

полови во точките 01 z , 12 z , 23 z  и двократен пол во точката 
2

1
5,4 z . Од 

сите нив, полот 23 z  се наоѓа најдалеку од координатниот почеток во z рамнината. 

Следствено, областа на апсолутна конвергенција на Z сликата  zF , зададена со 

(2.31), е надворешноста на круг во z комплексната рамнина, со центар во 

координатниот почеток и радиус еднаков на 2. Таа е прикажана на Слика 2.1. 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Слика 2.1.  Графички приказ на областа на апсолутна конвергенција на Z сликата (2.31) 

 

Задача.2.2.  Да се определи областа на апсолутна конвергенција на Z  сликата:  

 

(2.32)  
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Решение: Функцијата   zF  има прости реални полови во точките 01 z , 
4

1
2 z , 

3

1
3 z  и конјугирано комплексен пар полови во точките 

2

1
5,4 jz  . Од сите нив, 

половите 
2

1
5,4 jz   се наоѓаат најдалеку од координатниот почеток во z рамнината. 

Следствено, областа на апсолутна конвергенција на Z сликата  zF , зададена со 

(2.32), е надворешноста на круг во z комплексната рамнина, со центар во 

координатниот почеток и радиус еднаков на 
2

1
. Таа е прикажана на Слика 2.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Слика 2.2.  Графички приказ на областа на апсолутна конвергенција на Z сликата (2.32) 

 

 

Задача.2.3.  Да се определи Z сликата  zF  на дискретниот оригинал  kTf , ако: 

  

(2.33)        0.   ;sin constkThkTkTf   
 

и, потоа, да се определат Z сликите на дискретните оригинали: 

 

(2.34)        .   ;sin1 constAkThkTAkTf   

(2.35)         ;sinsin 22112 kThkTAkTAkTf       ., 21 constAA  
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(2.36)         ,...2,1,0   ;sin3  nTnkhTnkkTf 
 

(2.37)         ,...2,1,0   ;sin4  nTnkhTnkkTf   

(2.38)         .   ;sin5 constakThkTekTf akT   

 

ако: 

(2.39)  
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k
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Решение: Z сликата на синусната функција (2.33) е: 

 

(2.40)           kThkTZkTfZzF sin  

                        








  kThee
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1   ,
1cos2
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 z
Tzz
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Врз основа на резултатот (2.40) и со примена на особината на Z трансформацијата за 

хомогеност, за Z сликата на дискретниот оригинал (2.34) се добива: 

 

(2.41)           kThkTAZkTfZzF sin11  

                          
 
 

1   ,
1cos2

sin
2




 z
Tzz

TAz
kTfAZkTAfZ




 

 

Z сликата на оригиналот (2.35) се определува едноставно ако се примени особината 

на Z трансформацијата за линеарност, од каде и од (2.40) непосредно следува: 

 

(2.42)              kThkTAkTAZkTfZzF 221122 sinsin   

                                kThkTZAkThkTZA 2211 sinsin   
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За одредување на Z сликата на дискретниот оригинал (2.36) може да се примени 

особината на Z трансформацијата за поместување на дискретниот оригинал долж 

временската оска. Тогаш, врз основа на оваа особина и резултатот (2.40), директно се 

добива: 

 



Z-ТРАНСФОРМАЦИЈА И НЕЈЗИНИ ОСОБИНИ 

 

40      ЗБИРКА ЗАДАЧИ ПО ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ      

 

(2.43)             TnkhTnkZkTfZzF sin33  
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 z
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Сосемa аналогно како за дискретниот оригинал (2.36), за Z сликата на дискретниот 

оригинал (2.37) се добива: 

 

(2.44)             TnkhTnkZkTfZzF sin44  
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Конечно, Z сликата на оригиналот (2.38) се определува со помош на особината на Z

трансформацијата за придушување на дискретниот оригинал, од каде и врз основа на 

(2.40) непосредно следува: 

 

(2.45)              aTakT zeFkThkTeZkTfZzF sin55  
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Задача.2.4.  Со помош на Z сликата     kfZzF   на оригиналот    kkhkf  : 

 

(2.46)   
 

1,
1

2



 z

z

z
kkhZ  

 

да се определи Z сликата     kgZzG   на оригиналот: 

 

(2.47)           2222
2

 kfkkhkkg  

 

Решение: Врз основа на особините на Z трансформацијата се добива: 

 

(2.48)           
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(2.49)          
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(2.50)               
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Задача.2.5.  Да се определи Z сликата  zF  на оригиналот  tf , чија што L  слика 

е дадена со изразот: 

 

(2.51)     
   

6.0Re   ;
6.04.02.0

1.0





 s

sss

s
tfLsF

 
 

Решение: Z сликата на дадениот континуален оригинал е еднозначно определена со 

следниот израз: 

 

(2.52)              sFLZkTfZtfZzF 1  
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Задача.2.6.  Да се определи Z сликата  zF  на оригиналот  tf , ако е позната 

неговата L слика: 

 

(2.53) 0Re   ,
)1(

4
)(
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 s

ss
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Да се усвои .1sT   

 

Решение: Бараната Z  слика ќе биде: 

 

(2.54) 
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Задача.2.7.  Да се определи Z трансформацијата на дискретниот сигнал  kf , кој е 

претставен графички на Слика 2.3. 
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Слика 2.3.   Илустрација кон Задача 2.7 

 

Решение: Врз основа на Слика 2.3 и дефиницијата на едностраната Z  

трансформација,  Z сликата на дадениот сигнал ќе биде: 

 

(2.55) 
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Самиот дискретен оригинал  kf  аналитички може да се опише со следниот израз: 

 

(2.56)    ,...2,1,0   ;
2

sin)( 







 k

k
kf



 

 

Задача.2.8.  Да се определи Z сликата на периодичниот сигнал, кој е графички 

прикажан на Слика 2.4. 
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Слика 2.4.   Илустрација кон Задача 2.8 

 

Решение: Z сликата на периодичниот сигнал  kf , со период кој претставува 

целоброен производ од периодот на дискретизација T  и има општ облик: 

 

(2.57)        ,...3,2,1   ;  nnTtftf     

 

може да се определи на следниот начин: 

 

(2.58)               nTkTfZnTtfZtfZzF     
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Оттука, со решавање на (2.58) во однос на непознатата  zF , се добива: 

 

(2.59)     
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Сигналот од Слика 2.4 претставува периодичен сигнал со период еднаков на T4  па, ако 

во (2.59) се замени 4n , и се земе предвид дека: 

 

(2.60)      ,...2,1,0  ; 
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14,4   ;1
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од каде следува: 

 

(2.61)      10 f  
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               15 Tf  
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за Z сликата на сигналот од Слика 2.4 се добива: 

 

(2.62)     
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Задача.2.9.  Да се определи Z сликата  zF  на оригиналот: 

 

(2.63)    
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k
k

k
kf   

 

и да се покаже дека истата конвергира односно дивергира за различни вредности на 

комплексната променлива z  од границата помеѓу нејзината област на конвергенција и 

нејзината област на дивергенција. 

 

Решение: Од дефиницијата на Z трансформацијата следува: 

 

(2.64)    
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а со диференцирање на сликата (2.64) по z  се добива: 
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или: 
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Ако сега се изврши интегрирање на последниот израз во границите од z  до , ќе се 

добие: 
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односно: 
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од каде што за бараната Z слика непосредно следува: 
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Нека 1z . Тогаш: 

 

(2.70)    


)(lim
1

zF
z

 

 

што значи дека за оваа вредност на променливата z , сликата  zF  дивергира. Ако, пак, 

се усвои 1z , тогаш: 

 

(2.71)    693147.0
2

1
ln)(lim
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zF
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што значи дека за оваа вредност на променливата z , сликата  zF  конвергира. Бидејќи 

и двете точки припаѓаат на кружницата 1z , која претставува граница помеѓу областа 

на конвергенција и областа на дивергенција на набљудуваната слика, може да се заклучи 

дека таа, навистина, во некои точки од споменатата граница конвергира, а во некои 

дивергира. 

 

Задача.2.10.  Да се определи оригиналот  kf  што припаѓа кон сликата:  
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а) по методот на бесконечно алгебарско делење и б) со примена на интегралната 

формула за инверзна Z трансформација. 

 

Решение: а) Со бесконечно алгебарско делење на полиномите во броителот и 

именителот на дадената Z слика, се добива: 
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од каде што, врз основа на дефиницијата на Z трансформацијата, непосредно следува: 
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Очигледно, бараното решение не се добива во затворен аналитички облик. 

 

б) Со примена на интегралната формула за инверзна Z трансформација, дискретниот 

оригинал )(kf

 

се добива во затворен аналитички облик: 
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Оттука: 
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Задача.2.11.  Да се определи дискретниот оригинал  kf  кон Z сликата: 
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(2.79)    7   ,
3512

24162
)(

2

2





 z

zz

zz
zF  

 

со: а) методот на бесконечно алгебарско делење, б) со развој на сликата  zF  во 

парцијални дропки, в) со развој на функцијата  zF  во Тајлоров ред во околина на 

точката z  и г) со примена на интегралната формула за инверзна Z
трансформација. 

 

Решение: а) Со бесконечно алгебарско делење на полиномите во броителот и 

именителот на дадената слика (2.79), се добива: 

 

 ...3205082)3512(:)24162( 32122   zzzzzzz  

70242 2  zz  

________________ 

              468 z  

           1280968  zz  

             __________________ 

                     128050  z  

                  21 175060050   zz  

                     _______________________ 

                            21 1750320   zz  

                                  . . . . . . . . . . . . . . . .  

 

Оттука и од дефиницијата на едностраната Z трансформација непосредно следува: 

 

(2.80)    

320)3(

50)2(
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2)0(
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f

 

                                                   

б) Со еднократно делење на полиномите во броителот и именителот на сликата  zF  се 

добива: 
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2)( 12

zFzF
zz

z
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а развојот на сликата  zF
~

 во парцијални дропки по нејзините полови 7   ,5 21  zz  е: 
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c
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каде што: 
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Оттука, дадената Z слика може да се претстави како збир од три елементарни слики: 

 

(2.84)    )()()()( 321 zFzFzFzF   

 

чии што соодветни оригинали се: 
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Така, бараниот оригинал  kf  претставува збир од оригиналите (2.85)-(2.87), односно: 
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в) Ако броителот и именителот на дадената Z слика  zF  се поделат со најголемиот 

степен на комплексната променлива z , сликата  zF  може да се претстави како 

функција од нова променлива 1 zu : 
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чии што изводи во точката 0u  се: 
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па нејзиниот развој во Тајлоров ред во околина на точката 0u  ќе биде: 

(2.93)     232 5082)0(
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1
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Со враќање на старата променлива 1z , за Z слика  zF  се добива:  

(2.94)    ...5082)( 21   zzzF  

од каде што и од дефиницијата на едностраната Z трансформација повторно се добива 

истиот резултат како под а) и б): 

 

(2.95)    

320)3(

50)2(

8)1(

2)0(









f

f

f

f

 

                            

г) Сликата )(zF  може да се претстави на следниот начин: 
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па нејзиниот оригинал  kf

 

ќе биде определен со изразот: 
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каде што оригиналот  kf
~

 кон Z сликата   zF
~

 може да се определи како сума од 

остатоците на функцијата   1~ kzzF  во сите нејзини различни полови, а тоа се точките: 
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Така: 
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па, следствено: 
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Задача.2.12.  Да се определи дискретниот оригинал  kf  што припаѓа кон Z сликата: 
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Да се примени методот со развој на дробно рационалната функција )(zF

 

во парцијални 

дропки по нејзините полови. 

 

Решение: Бидејќи функцијата (2.104) има само два прости реални пола во точките 

1.01 z  и 3.02 z , нејзиниот рaзвој во парцијални дропки ќе биде: 
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каде што коефициентите 1c  и 2c , се определени на следниот начин: 
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Тогаш, бараниот дискретен оригинал  kf  може да се претстави и пресмета на следниот 

начин: 
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Бидејќи дискретните оригинали  kf1  и  kf2  се: 

(2.109)          
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за дискретниот оригинал  kf  дефинитивно се добива: 
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Задача.2.13.  Со примена на постапката за развој на Z сликата во парцијални дропки, 

да се определи дискретниот оригинал  kf  што припаѓа кон дробно-рационалната 

функција: 

(2.112)    
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Решение: Наместо дробно рационалната функција (2.112), во парцијални дропки може 

да се развие дробно рационалната функција: 

(2.113)    
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каде што коефициентите 1c  и 2c , се определени на следниот начин: 
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Тогаш, Z сликата  zF  може да се претстави на следниот начин: 
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(2.116) 
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па нејзиниот дискретен оригинал се определува преку оригиналите на парцијалните 

слики  zF1  и  zF2 : 
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Задача.2.14.  Со примена на интегралната формула за инверзна Z трансформација, да 

се определи дискретниот оригинал  kf  кон Z сликата:  

 

(2.118)   
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Решение: Половите на дробно рационалната функција (2.118) претставуваат решенија 

на равенките: 
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и тие се: 
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Освен овие полови, функцијата 1)( kzzF  има полови уште во координатниот почеток 

од z комплексната рамнина и тоа двократен пол во 0z  за 0k  и прост пол во 

истата точка за 1k . Оттука, остатоците на 1)( kzzF  во сите нејзини различни полови 

ќе бидат: 
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а бараниот оригинал   kf  кон дадената Z слика е: 

(2.130)    
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Задача.2.15.  Со примена на интегралната формула за инверзна Z трансформација, да 

се определи дискретниот оригинал  kf  кон Z сликата:  

(2.131)   
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Решение: Половите на дробно рационалната функција (2.131) претставуваат решенија 

на равенките: 
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и тие се: 
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Освен овие полови, функцијата 1)( kzzF  има полови уште во координатниот почеток 

од z комплексната рамнина и тоа двократен пол во 0z  за 0k  и прост пол во 

истата точка за 1k . Оттука, остатоците на 1)( kzzF  во сите нејзини различни полови 

ќе бидат: 
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(2.139)           
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а бараниот оригинал   kf  кон дадената Z слика е: 

 

(2.143)   












4   ),
2

2cos(52)2)(75.2(

4   ,0                                                                    
)(

kkarctgk

k
kf kk    

 



Z-ТРАНСФОРМАЦИЈА И НЕЈЗИНИ ОСОБИНИ 

 

56      ЗБИРКА ЗАДАЧИ ПО ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ      

 

Задача.2.16.  Да се покаже дека:  
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Решение: а) Нека: 
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б) Аналогно со претходниот случај, нека: 
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Тогаш, сликата: 
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ќе има оригинал: 
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па за дадената Z слика се добива: 
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Задача.2.17.  Да се определат почетните вредности  0f ,  1f ,  2f ,  3f ,  4f  на 

дискретниот оригинал  kf , чија Z слика  zF  е од облик: 
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Решение: Z сликата  zF  секогаш може да се претстави на следниот начин: 
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од каде што непосредно следува: 
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Следствено, за бараните почетни вредности  0f ,  1f ,  2f ,  3f ,  4f  на дискретниот 

оригинал  kf  кон Z сликата (2.156) се добива: 
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Задача.2.18.  Да се определат почетните вредности  0f  и  1f  на дискретниот 

оригинал  kf , чија што Z слика има облик: 

(2.167)    
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Решение: Со примена на првата гранична теорема на Z трансформацијата се добива: 
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додека вредноста  1f  изнесува: 
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Задача.2.19.  Да се определи трајната вредност на дискретниот сигнал  kTf , чија Z  

слика     kTfZzF  , освен полови во внатрешноста на единичниот круг 1z , има 

пол во точката 42222


j

ejz  . 
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Решение: Ако Z  слика     kTfZzF   на набљудуваниот дискретен сигнал  kTf  

има пол во точката 42222


j

ejz  , тогаш таа има пол и во точката 

42222


j

ejz


 . Овие два прости пола чинат еден конјугирано комплексен пар 

и нивниот модул е еднаков на единица, што значи дека лежат на единичната кружница 

1z . Сите компоненти на дискретниот оригинал  kTf , кои произлегуваат од 

половите на неговата Z слика што лежат во внатрешноста на единичниот круг 1z , 

исчезнуваат со тек на времето. Следствено, трајната вредност на оригиналот  kTf  е 

одредена со трајната вредност на компонентата што произлегува од половите  

42222


j

ejz


 , кои лежат на единичната кружница 1z : 
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Од изразот (2.170) се гледа дека оваа компонента е периодична функција, што значи 

дека таа осцилира помеѓу нејзината максимална и минимална вредност, поради што 

нејзината трајна вредност е неопределена. Од друга страна, бидејќи нејзината амплитуда 

е конечна и еднаква на 2, трајната вредност: 

 

(2.171)    
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е ограничена. 

 

Задача.2.20.  Да се определи трајната вредност на дискретниот сигнал  kTf , чија Z  

сликата е:  
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(2.172) 
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Решение: Дробно-рационалната функција (2.172) има прост реален пол во точката 

11 z , двократен реален пол во точката 
2

1
3,2 z  и прост реален пол во точката .

2

3
4 z  

Половите 
2

1
3,2 z  лежат во внатрешноста од единичниот круг 1z  во z

комплексната рамнина, полот 11 z  се наоѓа на самата кружницата 1z , додека полот 

2

3
4 z  лежи надвор од единичниот круг 1z . Со оглед на тоа дека Z сликата  zF  

на набљудуваниот дискретен оригинал  kTf  има еден пол надвор од единичниот круг 

во Z комплексната рамнина, неговата трајна вредност  ќе биде неограничена.  

 

(2.173)     


kTff
k
lim

  
 

Резултатот може да се провери ако се определи оригиналот  kTf  кон дадената Z

слика  zF : 

(2.174)        
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Оттука: 

 

(2.175) 
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Задача.2.21.  Да се определи трајната вредност на дискретниот сигнал  kTf , чија Z  

сликата е: 
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(2.176)     
  41 2 
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Решение: Дробно-рационалната функција (2.176) има прост реален пол во точката 

11 z  и пар конјугирано комплексни полови во точките 23,2 jz  . Полот 11 z  се 

наоѓа на самата кружницата 1z , додека половите 23,2 jz   лежат надвор од 

единичниот круг 1z . Поради тоа, трајната вредност на набљудуваниот дискретен 

оригинал  kTf  ќе биде неограничена и неопределена.  

 

Навистина, ако се определи самиот дискретен оригинал  kTf : 
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Задача.2.22.  Со помош на соодветните особини на едностраната Z трансформација, 

да се пресмета конечната сума: 

 

(2.178)    
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Решение: Дадената сума може да се претстави на следниот начин: 

(2.179)      
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Тогаш, бараната сума S  ќе биде: 
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Задача.2.23.  Со помош на соодветните особини на едностраната Z трансформација, 

да се определи конечната сума: 
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(2.184)    
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Решение: Врз основа на соодветната особина на Z  трансформацијата за одредување 

Z  слика на конечен ред, се добива: 
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па оттука, за бараната конечна сума следува: 
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Задача.2.24.  Со помош на Z трансформацијата да се определи решението  kx  на 

диферентната равенка: 

 

(2.187)     kykxkxkx 2)(2)2(3)2(   

 



Z-ТРАНСФОРМАЦИЈА И НЕЈЗИНИ ОСОБИНИ 

 

ЗБИРКА ЗАДАЧИ ПО ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ      65 
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Да се претпостават нулеви почетни услови. 

 

Решение: Со примена на Z трансформацијата и нејзините особини, за Z сликата 

 zX  на бараното решение  kx  се добива: 
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Оттука, самиот дискретен оригинал  kx  ќе биде: 
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Задача.2.25.  Со помош на инверзната Z трансформација, да се определи оригиналот 

 kx  кој припаѓа на следната Z слика: 
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бидејќи: 
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Задача.2.26.  Дадена е линеарната диферентна равенка: 

(2.201)     )2(25.0)3(5.0)4(5)5( kxkxkxkx  

                               )()(03125.0)1(1875.0 kykxkx   

со нулеви почетни услови: 

(2.202)    0)4()3()2()1()0(  xxxxx  

Да се определи Z сликата  zX  на нејзиното решение  kx . Да се провери дали таа 

слика има прост пол во 5.01 z  и четирикратен пол во 5.02 z . Потоа да се определи 

решението  kx  на дадената диферентна равенка за: 

 

(2.203)    
















,...,,k=
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k=

,...,-k=-

ky
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;25.0
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Решение: Со Z трансформација на дадената диферентна равенка, во просторот на Z
сликите се добива следната алгебарска равенка: 

(2.204)      )()(03125.01875.025.05.05.1 2345 zYzXzzzzz   

односно: 

(2.205)    )()()( zYzXza   

каде што:  

(2.206)    03125.01875.025.05.05.1)( 2345  zzzzzza  

Оттука, бараната Z слика  zX   ќе биде: 

(2.207)    )(
)(

1
)( zY

za
zX   

а нејзините полови се, очигледно, нули на полиномот  za . Проверката дека 5.01 z  е 

проста, а 5.02 z  е четирикратна нула на полиномот  za , може да се направи на повеќе 

начини како, на пример, со помош на Хорнеровата шема. Меѓутоа, доволно ќе биде да 

се покаже дека: 
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(2.208)    
42345 )5.0)(5.0(03125.01875.025.05.05.1  zzzzzzz  

 

За дадената дискретна возбуда  ky , чија што  Z слика  zY  е: 

 

(2.209)      
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оригиналот  kx  кон Z сликата  zX  ќе биде: 

 

(2.210)      
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Имено: 

 

(2.211)        0lim0 


zXx
z

 

(2.212)             0lim0lim1 


zzXzxzzXx
zz

 

(2.213)               0lim10lim2 222 


zXzzxxzzXzx
zz

 

(2.214)                 0lim210lim3 3233 


zXzzxxzxzzXzx
zz

 

(2.215)                   0lim3210lim4 42344 


zXzzxxzxzxzzXzx
zz
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(2.216) 
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(2.217)      
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                                       0;5.085.0)3(165.05.0)3( 34   kkk kkkk  

 

Задача.2.27.  Со помош на Z трансформацијата, да се определи решението  kx  на 

линеарната диферентна равенка: 

 

(2.218)        )(42 2 kykxkx   

 

со почетни услови: 

 

(2.219)        21   ,00  xx  

 

ако а) 

 

(2.220)      kky     0  

 

и б) 

(2.221)     









0   ,1

0   ,0

k

k
ky  

 

Решение: Со помош на смените: 

 

(2.222)         kxkxkx  1  

(2.223)              kxkxkxkxkx  1222  

 

Равенката (2.218) се трансформира во облик: 

 

(2.224)           kykxkxkx  61822  
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со истите почетни услови (2.219), па со нејзина Z трансформација: 

 

(2.225)            kykxkxkxZ  61822  

                       kyZkxkxkxZ  61822  

                         kyZkxZkxZkxZ  61822  

                             zYzXzxxzXzxxzzXz  608102 22  

                      zYzXzzXzzXz  6822 2  

                    zzYzXzz 4682 2   

 

за Z сликата  zX   на бараното решение  kx  се добива изразот: 

 

(2.226)     
 

 
34

2

342

1
22 





zz

z
zY

zz
zX  

 

Тогаш, за  ky  дадена со (2.220), сликата (2.226) добива облик: 

 

(2.227)     
34

2
2 


zz

z
zX  

 

па бараниот оригинал  kx  ќе биде: 

 

(2.228)         
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додека за  ky  зададена со (2.221), сликата (2.226) има облик: 

 

(2.229)     
 

   312

34

2





zz

zz
zX  

 

па нејзиниот дискретен оригинал  kx  ќе биде: 

 

(2.230)        
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Задача.2.28.  Со помош на Z трансформацијата, да се определи решението  kx  на 

линеарната диферентна равенка: 

 

(2.231)          04.03.12  kxkxkx  

 

со почетни услови: 

 

(2.232)        18.01   ,3.00  xx  

 

Решение: Со помош на смените (2.222)-(2.223), равенката (2.231) се трансформира во 

облик: 

 

(2.233)          01.017.02  kxkxkx  

 

со истите почетни услови (2.232), па со нејзина Z трансформација: 

 

(2.234)           01.017.02  kxkxkxZ  

                          01.017.02  kxZkxZkxZ  

                               01.007.01022  zXzxxzXzxxzzXz  

                         01.03.07.018.03.0 22  zXzzzXzzzXz  

                    zzzXzz 03.03.01.07.0 22   

 

за Z сликата  zX   на бараното решение  kx  се добива изразот: 

 

(2.235)     
 1.07.0

03.03.0

2

2






zz

z
zX  

 

Бараниот оригинал  kx  се добива со инверзна Z трансформација на сликата (2.235): 

 

(2.236)        
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Задача.2.29.  Да се определи вредноста  5x  ако: 

 

(2.237)        010  xx  

(2.238)      ,...2,1,0   ;2  kkkx  

 

Решение: Равенката (2.238), чие што решение е дискретниот оригинал  kx , може да се 

трансформира во облик: 

 

(2.239)           kkhkxkxkx  122  

 

па, со нејзина Z трансформација: 

 

(2.240)         kkhkxkxkxZ  122  

                          kkhZkxkxkxZ  122
 

                         
 21

121



z

z
kxZkxZkxZ  

                    
 2

2

1
12




z

z
zXzz  

 

за Z сликата  zX  се добива: 

 

(2.241)     
 

1;
1

4



 z

z

z
zX  

 

Оттука, дискретниот оригинал  kx  што припаѓа на сликата (2.241), ќе биде: 

(2.242)        
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па, неговата вредност за 5k  изнесува: 

(2.243)     
     

10
6

345

6

25155
5 


x  

 

Задача.2.30.  Да се определат половите на дискретниот еквивалент  zF  на L сликата 

 sF , која има пар конјугирано комплексни полови во левата полурамнина од s

комплексната рамнина и карактеристичен полином  sa  од облик: 

(2.244)      22 2 nnsssa    

каде што:   е фактор на релативно придушување  10    на оригиналот 

    sFLtf 1  и n  е природната (непридушувана) фреквенција на истиот, имајќи на 

ум дека пресликувањето на половите од s комплексната рамнина во z комплексната 

рамнина се врши преку функцијата: 

(2.245)    sTez   

Потоа да се дискутираат ефектите од ова пресликување од гледиште на нивното 

влијание врз оригиналот     zFZkTf 1 . Под претпоставка за константен период на 

дискретизација T , да се утврди дали половите од левата полурамнина на s

комплексната рамнина, кои се наоѓаат оддалечени од имагинарната оска 0Re s , се 

пресликуваат во z комплексната рамнина во полови поблизу или подалеку од 

координатниот почеток на z рамнината. Кога влијанието на половите во z

комплексната рамнина врз оригиналот  kTf  ќе биде поголемо: кога тие полови се 

поблизу или подалеку од координатниот почеток во z комплексната рамнина? На крај 

да се определи оригиналот  kTf  кон Z сликата  zF , ако таа е од општ облик: 

(2.246)     
  

 



 .,;

21

constBA
zzzz

BAz
zzF  

Решение: Половите на дадената L слика  sF  се: 

(2.247)    10   ,1 2
2,1   nn js  

(2.248)    ns 2,1  

и тие се пресликуваат во десната полурамнина од z комплексната рамнина во точките: 
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(2.249)      jTjT
eez nn 


21

2,1  

(2.250)    Tne
 

  

 

Од добиените изрази (2.248) и (2.250) е очигледно дека, колку половите (2.247) на 

сликата  sF  се подалеку од имагинарната оска 0Re s ,  толку пресликаните полови 

(2.249) се поблизу до координатниот почеток од z  рамнината. Оттаму, исто како што 

половите (2.247) на сликата  sF , кои што се наоѓаат далеку од имагинарната оска 

0Re s  во левата полурамнина од s комплексната рамнина, имаат мало влијание врз 

нејзиниот оригинал      sFLtf 1 , така и половите (2.249) на соодветната слика 

     sFLZzF 1 , кои се наоѓаат близу до координатниот почеток во z  

комплексната рамнина, имаат многу мало влијание врз дискретниот оригинал 

    zFZkTf 1 .  

 

Оригиналот  kTf  кон Z сликата  zF  се добива со инверзна Z трансформација на 

изразот (2.248):  

(2.251)        
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каде што   и   се дефинирани со (2.249). 
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3. АНАЛИЗА НА ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ СИСТЕМИ 
 

 

Одзивот на еден линеарен стационарен дискретен динамички систем со еден влез 

 kTy  и еден излез  kTx  во просторот на оригиналите секогаш може да се претстави 

со следната конволуциска сума: 

(3.1)          






n

TnkynTgkTx  

Бидејќи сите сигнали и системи кои се разгледуваат во овој труд се, под претпоставка, 

каузални, границите во горната конволуциска сума се стеснуваат на следниот начин:  

(3.2)          



k

n

TnkynTgkTx

0

 

Функцијата  kTg  во (3.2) се нарекува тежинската низа на набљудуваниот дискретен 

систем и, по дефиниција, таа претставува одѕив на системот на Кронекер-Делта 

функцијата: 

(3.3)     









0,0

0,1
0

k

k
kT  

Најопштиот облик на Кронекер-Делта функцијата е: 

(3.4)     









nk

nk
kTn

   

   

,0

,1
  

Тежинската низа, исто како и диферентната равенка, претставува модел на еден 

линеарен стационарен дискретен динамички систем во просторот на оригиналите, 

бидејќи со помош на неа може да се определи одѕивот на дискретниот систем на 

произволен зададен влез под претпоставка на нулеви почетни услови.  

 

Z сликата на тежинската низа  kTg  ја преставува преносната функција на 

набљудуваниот дискретен систем и таа се дефинира како однос помеѓу Z сликите на 

излезот  kTx  и влезот на системот  kTy  за нулеви почетни услови: 

(3.5)        
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Преносната функција на дискретните системи разгледувани во овој труд секогаш е од 

обликот (3.5), односно преставува дробно рационална функција од комплексната 
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променлива z . Нулите на полиномот  zb  претставуваат нули на преносната функција 

 zF , додека нулите на полиномот  za  претставуваат нејзини полови. Преку своите 

нули и полови, преносната функција  zF  секогаш може да се претстави во 

факторизиран облик на следниот начин: 

(3.6)     
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Нулите и половите на преносната функција  zF  едновремено се нарекуваат нули и 

полови на набљудуваниот дискретен систем. 

 

Преносната функција  zG  претставува математички модел на еден линеарен 

стационарен дискретен динамички систем во просторот на Z сликите. Имено, ако е 

позната преносната функција  zG , секогаш може да се определи одѕивот  kTx  на 

даден дискретен систем  на произволен зададен влез  kTy  според формулата: 

(3.7)         zYzGzX   

каде што     kTyZzY   и     kTxZzX  . Самиот дискретен оригинал  kTx  без 

проблем може да се определи со инверзна Z трансформација на сликата  zX . 
 

Одѕивот на еден линеарен стационарен дискретен динамички систем со нулеви 

почетни услови во просторот на Z сликите секогаш може да се претстави на 

следниот начин: 

(3.8)         
 
 

 
 

 
 

 
 

   zXzX
zA

zd
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zc
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zB
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zb
zYzGzX stacpreod   

од каде што се гледа дека тој има две компоненти – преодна: 

(3.9)             zGzXZzXZkTx preodpreod  од половите по  на развој11    

и стационарна: 

(3.10)             zYzXZzXZkTx stacstac  од половите по  на развој11    

Преодната компонента на одѕивот на набљудуваниот дискретен систем го 

карактеризира неговиот преоден режим, додека стационарната компонента на одѕивот 

го карактеризира стационарниот режим на набљудуваниот дискретен систем. Бидејќи 

Z сликата на преодната компонента на одѕивот на еден дискретен систем има исти 

полови како и неговата преносна функција, следува дека преодниот режим на системот 

ќе има ист временски тек (облик) како и неговата тежинска низа. Од друга страна, 

бидејќи Z сликата на стационарната компонента на одѕивот има исти полови како и 
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Z сликата на влезот, следува дека стационарниот режим на системот ќе има ист 

временски тек (облик) како и неговиот влез.   

 

Доколку набљудуваниот дискретен систем има ненулеви почетни услови, Z сликата 

на неговиот одѕив на даден влез може да се претстави на следниот начин: 

 

(3.11)         
 
 

 
 

 
 

 
 

     zXzXzX
za

zp

zA

zd

za

zc

za

zp
zYzGzX slstacpreod   

каде што компонентата     zXZkTx slsl
1  го претставува автономниот (слободен) 

режим на набљудуваниот дискретен систем. 

 

Линеарните стационарни дискретни системи на автоматско управување претставуваат 

поткласа на линеарните стационарни дискретни системи, со одредени специфичности. 

Така, реалните дискретни системи на автоматско управување по својата природа се 

хибридни системи, што значи дека во себе содржат и континуални и дискретни 

компоненти и сигнали. Секој еден систем на автоматско управување, без оглед на 

неговата изведба и сложеност, мора да содржи две основни компоненти – управуван 

објект и управувач. Кај реалните дискретни системи на автоматско управување, 

објектот на управување по својата природа секогаш е континуален, додека 

управувачкиот дел е дискретен. Оттаму произлегува и нивната хибридна природа. За 

да може да се воспостави врска помеѓу дискретниот управувач и континуалниот 

објект, дискретниот систем на управување мора да содржи и компоненти кои не се 

присутни кај континуалните системи на автоматско управување, а тоа се  тн. А/Д и 

Д/А претворувачи. Едноставно кажано, А/Д претворувачот е уред кој континуалниот 

аналоген сигнал од својот влез го претвора во дискретен дигитален сигнал на својот 

излез. Дали процесот на А/Д претворба на сигналите во еден дискретен систем ќе има 

важност од математичка гледна точка,  т.е. дали треба да се вклучи во математичкиот 

модел на системот или не, зависи од брзината на А/Д претворба и битниот капацитет 

на резултантниот бинарен сигнал. Кај современите дискретни системи на автоматско 

управување, А/Д претворбата е занемарлива од математичка гледна точка заради 

големата брзина на претворба и големиот битен капацитет на резултантниот дигитален 

сигнал. Од друга страна, Д/А претворувачот е уред, кој дискретниот дигитален сигнал 

од својот влез, го претвора во континуален аналоген сигнал на својот излез. Тој во себе 

содржи и дел, кој едноставно се нарекува форматор. Бидејќи од математичка гледна 

точка не постои никаква разлика помеѓу форматорот и Д/А претворувачот, тие можат 

да се третираат на истоветен начин, што е сторено во продолжение.  
 

Форматорот има важна улога во секој еден дискретен систем на автоматско 

управување и учествува во математичкиот модел на системот. Бидејќи на влезот од 

Д/А претворувачот се појавуваат само дискретни вредности на соодветниот 

управувачки сигнал, форматорот мора помеѓу секои два соседни мигови на 

дискретизација kT  и TkT   да екстраполира помеѓу тековната и следната вредност на 

влезната низа. Со тоа форматорот всушност работи како обичен екстраполатор. 
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Погоден облик на екстраполација е тн. полиномна екстраполација, па еден форматор 

од m ти ред кој врши полиномна екстраполација е опишан со следниот модел: 

(3.12)      TaaaakTu m
m

m
m  

  0   ,01
1

1  

Коефициентите на полиномот (3.12) се определуваат секој период на дискретизација T

од условот вредностите на излезот од форматорот  tu  во дискретните временски 

мигови kT  да се поклопуваат со соодветните дискретни вредности на неговиот влез. 

Колку е поголем редот на форматорот, толку неговиот излез е поблиску до енвелопата 

на неговиот дискретен влез. Меѓутоа, од практични причини, во пракса се применуваат 

најчесто форматори од нулти и евентуално прв ред. 

 

Излезот на форматор од нулти ред е даден со изразот: 

(3.13)        TkTtkTkTtu     ,   

каде што со  kT  е означена неговата влезна низа, додека неговата преносна функција 

има облик: 

(3.14)     
s

e
sG

sT


1
0  

Излезот на форматор од прв ред е даден со изразот: 

(3.15)     
    

    TkTtkTkTkTt
T

TkkT
tu 


    ,

1



 

додека неговата преносна функција има облик: 

(3.16)       2
21 1
1 sTe

Ts

Ts
sG 


  

Со зголемувањето на редот на форматорот, од една страна се зголемува неговата 

сложеност на изведба и неговата цена на чинење, а од друга страна се зголемува 

доцнењето што тој го внесува во системот. Едновремено, се влошуваат и условите за 

стабилност на целиот систем. Оттаму во пракса најчесто се користат форматори од 

нулти ред. 
 

Иако реалните дискретни системи на автоматско управување се хибридни по својата 

природа, нивната анализа може успешно да се врши со помош на математичкиот 

апарат на Z трансформацијата, што значи дека за нив може да се состави соодветен 

дискретен математички модел. Тоа е овозможено со воведување на концептот на 

импулсен дискретизатор, кој не претставува реален физички систем туку само 

фиктивен математички концепт, воведен за целите на математичката анализа на 

реалните дискретни системи на автоматско управување. Импулсниот дискретизатор 

симболично може да се претстави со прекинувач, кој на својот излез генерира поворка 

од Диракови импулси, чија јачина во соодветните дискретни временски мигови kT  

одговата на дискретните вредности од влезната низа на форматорот  kT : 
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(3.17)         






0

*

k

kTtkTt   

Лапласовата трансформација на оваа низа се означува како   
* трансформација и 

изнесува: 

(3.18)              
























00

**

k

skT

k

ekTkTtkTLtLs   

Со смената: 

(3.19)    sTez   

таа поминува во Z трансформацијата     kTZz  . Концептот на импулсен 

дискретизатор овозможува дискретно еквивалентирање на континуалните системи, кое 

е прикажано на крајот од овој труд во соодветен прилог. 
 

Управувачкиот закон кој го реализира дискретниот управувач во еден дискретен 

систем на автоматско управување може да биде од наједноставен до многу сложен. 

Неговата изведба е многу полесна отколку кај континуалните управувачи, зошто се 

изведува софтверски. Еден пример за дискретен управувачки закон е дискретниот 

еквивалент на ПИД управувачкиот закон кај континуалните системи на автоматско 

управување, кој е даден со релацијата: 

(3.20)              












 


TkTkT
T

T
nTT

T
kTKkTu d

k

ni



0

1
  

каде што  kTu  е излезот на дискретниот управувач, односно соодветниот дискретен 

управувачки закон, а  kT  е неговиот влез. 

 

 

                            
 

 

Задача 3.1. Со помош на правилата на алгебрата на блок-шемите да се определи 

еквивалентната преносна функција  
 
 zY

zX
zG   на затворениот дискретен систем од 

Слика 3.1. Потоа да се определат нулите и половите од дискретната преносна функција 

 zG , како и нејзиниот радиус на апсолутна конвергенција, ако .1sT   и:  

(3.21)      0   ,
1

1  z
z

zG  
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(3.22)           0Re   ,
1

   ; 222  s
s

sGsGZzG
 

(3.23)           
3

1
lnRe   ,

3ln

1
   ; 333 


 s

s
sGsGZzG  

 

                                             

                                                                                                 

              

                                                                            

                                                                                                   

                                 

Слика 3.1.  Илустрација кон Задача 3.1 

 

Решение: а) Со примен на правилата на алгебрата на блок-шемите, шемата од Слика 

3.1 може да се трансформира како на Слика 3.2 и Слика 3.3. Оттука, за бараната 

преносна функција      zYzXzG   се добива:  

 

 

 

 

 

 

Слика 3.2.  Трансформација на шемата од Слика 3.1 

 

 

 

 

 

 

 
Слика 3.3.  Трансформација на шемата од Слика 3.2 

 

 zX   zY  
 zG1  

 zG2  

 zG2  

 zG3  

 zG3  

 zY  

 zX  

 zG1   zG3  

 zG2  

 zG2  

 zY   zX     zGzG 31  

 zG22  
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(3.24)     
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каде што  zG1  е определена со (3.21), додека: 
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Со воведување на конкретните изрази за

 

 zG1 ,  zG2  и  zG3  во (3.24), се добива: 

(3.27)     
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Преносната функција (3.27) има една реална конечна нула во точката 11 oz , 

конјугирано комплексен пар прости полови во точките 
3

2

3

1*
2,1 jz   и радиус на 

апсолутна конвергенција: 

  
3

3

3

1

9

2

9

1

3

2

3

1
22

*
2,1 























 zR  . 

 

Задача 3.2. Со примена на правилата на алгебрата на блок-шемите и правилата за 

дискретно еквивалентирање континуални системи, да се определат Z сликите на 

сигналите  te ,  te1  и  tx  во затворениот систем од Слика 3.4. 

 



АНАЛИЗА НА ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ СИСТЕМИ 

 

84      ЗБИРКА ЗАДАЧИ ПО ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ 

 

 

                                                                                                                     

                                             

                                 

                                           

                                                       

 

Слика 3.4.  Илустрација кон Задача 3.2 

 

Решение: Со оглед на тоа дека за секој континуален систем    3,2,1   isGi , на чиј 

влез се наоѓа  импулсен дискретизатор, може да се определи соодветен дискретен 

еквивалент     sGZzG ii  , структурната блок-шема од Слика 3.4 може да се 

еквивалентира со шемата од Слика 3.5. Притоа не смее да се изгуби од предвид дека 

оваа еквиваленција важи само во миговите на дискретизација ,...2,1,0;  kkTt  

 

                                                                                                                     

                                             

                                 

                                           

                                                       

 

Слика 3.5.  Дискретен модел на системот од Слика 3.4 

 

Шемата од Слика 3.5 се состои од внатрешна и надворешна повратна врска, па за 

дискретната преносна функција  
 
 zY

zX
zG   се добива:  

(3.28)  
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21
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21

1

1
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За да се определи сигналот  zE1 , шемата од Слика 3.5 може да се претстави како на 

Слика 3.6, од каде непосредно следува: 

T  

T 
 te1   te  

T 

 tx   ty  

 sG1  

 sG2  

 sG3  

 zE1   zE   zX   zY  

 zG1  

 zG2  

 zG3  



АНАЛИЗА НА ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ СИСТЕМИ 

 

ЗБИРКА ЗАДАЧИ ПО ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ      85 

 

(3.29)     
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Слика 3.6.  Еквивалентна блок-шема со шемата од Слика 3.5 

 

Конечно, Z сликата на сигналот  te  се определува врз основа на блок-шемата од 

Слика 3.7, која е еквивалентна со шемата од Слика 3.5 и Слика 3.6, и за неа се добива:  

 

(3.30)  
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Слика 3.7.  Еквивалентна блок-шема со шемите од Слика 3.5 и 3 Слика.6 

 

Задачата може да се реши и со следење на текот на сигналите во шемата од Слика 3.4, 

од каде се добиваат релациите: 

(3.31)         sEsGsX *
11  

(3.32)           sXsGsEsE  21  

(3.33)           sXsGsYsE  3  

 

 zE   zE1  

 zX  

 zY  

 zG1   zG2  

 zG3  

 zE  

 zE1   zX  

 zY  

 zG1  

 zG2  

 zG3  
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На овие равенки во просторот на   
* сликите им одговараат равенките: 

 

(3.34)         sEsGsX *
1

*
1

*   

(3.35)           sXsGsEsE  *
2

**
1  

(3.36)           sXsGsYsE  *
3

**
 

кои со смената: 

(3.37)    sTez   

се трансформираат во равенките: 

(3.38)         zEzGzX 11  

(3.39)           zXzGzEzE 21   

(3.40)           zXzGzYzE 3  

бидејќи за sTez  ,   
* сликите преминуваат во соодветни Z слики. Бараните Z

слики  zE ,  zE1  и  zX  се добиваат со решавање на системот равенки (3.38) – (3.40) 
по соодветната променлива: 

(3.41)                        zXzGzXzGzYzXzGzEzE 2321  

                                            zEzGzGzGzYzXzGzGzY 113232  

(3.42)     
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(3.43)         
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(3.44)               
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Задача 3.3. Со примена на правилата на алгебрата на блок-шемите и правилата за 

дискретно еквивалентирање континуални системи, да се упрости структурната блок-

шема од Слика 3.8 и да се определи сликата  zX  на одѕивот  tx  на набљудуваниот 

систем. 
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Слика 3.8.   Илустрација кон Задача 3.3 

 

Решение: На Слика 3.9 е прикажан дискретен еквивалент на дадената структурна 

блок-шема. Со еквивалентирање на антипаралелната врска во директната гранка и 

паралелната врска во повратната гранка од шемата на Слика 3.9, се добива 

еквивалентната шема од Слика 3.10. 

 

 

                                                                                                                    

                                             

                                 

                                           

                                                       

 

  

Слика 3.9.  Дискретен еквивалент на системот од Слика 3.8 

 

 

                                                                                                                    

                                             

                                 

                                           

Слика 3.10.  Упростување на блок-шемата од Слика 3.9 

 

T 

T 

 tx   ty  

 sG1  

 sG2  

 sG3  

 zX   zY  

 zG1  

 zG2  

 zG3  

 zX   zY  
 
   zGzG

zG

21

1

1
 

 zG31  
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Со префрлување на компараторот од влезот на блокот во директната гранка на 

неговиот излез и замена на местата со суматорот, структурната блок-шема од Слика 

3.10 го добива дефинитивно обликот како на Слика 3.11. Шемата од Слика 3.11 

претставува сериска врска на паралелна и антипаралелна врска, па бараната преносна 

функција ќе биде: 

(3.45)    

 












)(1
)()(1

)(
1

)()(1

)(
1

)(

)(
)(

3
21

1

21

1

zG
zGzG

zG

zGzG

zG

zY

zX
zG  

                                    
)()()()()(1

)()()(1

31211

211

zGzGzGzGzG

zGzGzG




  

 

 

 

 

           

 

                      

Слика 3.11.  Еквивалентна структурна блок-шема на шемата од Слика 3.10 

 

Задача 3.4. Со примена на правилата на алгебрата на блок-шемите и правилата за 

дискретно еквивалентирање континуални системи, да се најде Z сликата  zX  на 

одзивот  tx  на затворениот систем од Слика 3.12.  

 

 

 

 

 

 

 

Слика 3.12.   Илустрација кон Задача 3.4 

 

Решение: Со примена на правилата на алгебрата на блок-шемите, структурната блок-

шема од Слика 3.12 може да се трансформира во шемата од Слика 3.13, а врз основа на 

 tx   ty  

 kTx   kTy  

)()(1

)(

21

1

zGzG

zG



 

 
)()(1

)(1)(

21

31

zGzG

zGzG




 

 sG1   sG2   sG3   sG4  

 sG5  
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правилата за дискретно еквивалентирање континуални системи, шемата од Слика 3.13 

може да се замени со шемата од Слика 3.14. 

 

 

 

 

 

 

Слика 3.13.  Еквивалентна структурна блок-шема на шемата од Слика 3.12 

 

 

 

 

 

 

Слика 3.14.   Дискретен еквивалент на блок-шемата од Слика 3.13 

 

Со префрлување на компараторот од влезот на блокот со дискретна преносна функција 

 zGGG 432  на неговиот излез, се добива структурната блок-шема од Слика 3.15, која 

претставува сериска врска од една паралелна и антипаралелна врска динамички 

елементи.  

 

 

 

 

 

 

 

 
Слика 3.15.  Еквивалентна блок-шема на шемата од Слика 3.14 

 

 zX  

 sG1       sGsGsG 432  

   sGsG 54  

 sY   sX  

 zG1   zGGG 432  

 zGG 54  

 zY   zX  

   zGGGzG 4321  

 zGG 54  

 zY  

 zGGG 432  
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Врз основа на Слика 3.15 лесно се определува бараната Z слика  zX : 

(3.46)   









 )(

)(1

1
)()()()(

432

544321 zY
zGGG

zGGzGGGzGzX  

                     )(
)(1

)()()(

432

544321 zY
zGGG

zGGzGGGzG




  

Задача 3.5. Да се определи дискретната преносна функција  
 
 zY

zX
zG   на 

затворениот систем од Слика 3.16. Под претпоставка, прекинувачите во шемата се 

идеални импулсни дискретизатори, кои работат синхроно со период на дискретизација 

T . 

 

 

 

                                                                    

 

      

                                 

                  

 

Слика 3.16.  Илустрација кон Задача 3.5 

 

Решение: Од блок-шемата на Слика 3.16 следуваат релациите: 

(3.47) 
   

     sEsGsX  12  

(3.48)           sXsGsUsE 31 
 

(3.49)         sEsGsU  1  

(3.50)         sVsYsE   

(3.51)    
       sEsGsGsV  254  

(3.52)         sVsXsE 2  

каде што  sE1  е сигналот на излезот од вториот компаратор во директната гранка, а 

 sU  е неинвертираниот влез на истиот,  sE  е сигналот на излезот од првиот 

 tu  

 tv  
 te2  

 tx   te1   te   ty  

 sG3  

 sG2   sG1  

 sG5   sG4  
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компаратор во директната гранка, а  sV  е неговиот инвертиран влез и  sE2  e 

сигналот на излезот од компараторот во повратната гранка од набљудуваниот затворен 

систем на Слика 3.16. 

 

Од системот равенки (3.47) - (3.52) се определуваат следните   
* слики: 

(3.53)         sEsGsX   12  

(3.54) 
   

 
 

 sU
sGG

sE 








32

1
1

1

 

(3.55)         sEsGsU   1  

(3.56)         sVsYsE ***   

(3.57)    
     sEsGGsV   254  

(3.58) 
   

 
 

 sX
sGG

sE 








54

2
1

1

 

а врз основа на релациите (3.53) - (3.58) непосредно следува: 

(3.59)           
 

 
 

 
    





 








 sEsG
sGG

sG
sU

sGG
sGsEsGsX *

1

32

2

32

312
11

1
 

                         
      

           
 sY

sGGsGsGsGGsGG

sGGsGsG *

*
54

*
2

*
1

*
54

*
32

*
54

*
2

*
1

1 1

1




  

Во просторот на Z сликите, на сликата (3.59) и’ одговара сликата: 

(3.60) 
   

 
      

           
 zY

zGGzGzGzGGzGG

zGGzGzG
zX

54215432

5421

1 1

1






 

а релацијата (3.60) ја дефинира врската меѓу  Z сликите на одѕивот  tx  и влезот  ty  

на набљудуваниот затворен систем од Слика 3.16, односно бараната дискретна 

преносна функција на системот  
 
 zY

zX
zG  : 

(3.61) 
  

 
 
 

      
           zGGzGzGzGGzGG

zGGzGzG

zY

zX
zG

54215432

5421

1 1

1






 

Задачата може да се реши и со примена на правилата за дискретно еквивалентирање 

континуални системи и правилата на алгебрата на блок-шемите, како што е покажано 

во продолжение. Имајќи на ум дека во дискретните временски мигови 

,...2,1,0;  kkTt  важат  еквиваленциите од Слика 3.17, структурната блок-шема од 

Слика 3.16 може да се замени со нејзиниот дискретен еквивалент од Слика 3.18.  
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Слика 3.17.  Дискретно еквивалентирање одделни потсистеми во системот од Слика 3.16 

                                                                   

 

      

                                 

                  

 
Слика 3.18.  Дискретен еквивалент на системот од Слика 3.16 

 

Со примена на соодветни правила на алгебрата на блок-шемите, шемата од Слика 3.18 

се трансформира во еквивалентната шема од Слика 3.19, од каде непосредно следува 

изразот (3.61) за бараната преносна функција  
 
 zY

zX
zG  . 

                                                                      

 

      

                                 

 

Слика 3.19.  Еквивалентна блок-шема со шемата од Слика 3.18 

       

kTt   

kTt   

  

kTt   
   zG1   sG1  

 sG2  

 sG3  
 

 zGG

zG

32

2

1
 

 zX   zY   
 zGG

zG

32

2

1
  zG1  

 zGG 54  

  
 zGG 54   sG4   sG5  

 zX   zY     
 zGG

zGzG

32

21

1
 

 
 zGG

zGG

54

54

1
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Задача 3.6. Да се определи преносната функција  
 
 zY

zX
zG   на затворениот систем 

на автоматско управување од Слика 3.20.  

 

                                           

                                                                                                      

 

                                                                    

                                                                            

           

Слика 3.20.  Илустрација кон Задача 3.6 

 

Решение: Од дадената структурна блок-шема непосредно произлегува: 

(3.62) 
   

     sEsGsX *
33

 

(3.63)                       sEsGsGsEsGsXsGsEsGsE *
343

*
224

*
223   

(3.64)    
         sEsGsEsGsE *

31
*
112 

 

(3.65)         sXsYsE 1  

Следствено: 

(3.66) 
   

     zEzGzX 33
 

(3.67) 
   

         zEzGGzEzGzE 343223 
 

(3.68) 
   

         zEzGzEzGzE 31112 
 

(3.69)         zXzYzE 1  

од каде што, со непосредно решавање, се добива: 

(3.70) 
   

 
 

 
 zE

zGG

zG
zE 2

43

2
3

1
  

(3.71)     
 
   

 

 
    

     
 zE

zGGzGzG

zGGzG
zE

zGG

zGzG

zG
zE 1

4321

431
1

43

21

1
2

1

1

1
1 







  

 

 sX   sY  

 sG1  

 sG1  
 sG3   sG2  

 sG4  
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(3.72) 
   

       
 

 
  


 zE

zGG

zG
zGzEzGzX 2

43

2
333

1  

                        
   

 
    
     

 zE
zGGzGzG

zGGzG

zGG

zGzG
1

4321

431

43

32

1

1

1 





  

(3.73)  
     

        
 zR

zGzGzGzGG

zGzGzG
zX

32143

321

11 


 

 

Бараната преносна функција ќе биде: 

(3.74)     
 
 

     
        zGzGzGzGG

zGzGzG

zY

zX
zG

32143

321

11 
  

 

Задача 3.7. Да се определи Z сликата  zX  на одзивот  tx  на затворениот систем 

од Слика 3.21. 

 

 

 

 

 

 
 

Слика 3.21.  Илустрација кон Задача 3.7 

 

Решение: Со следење на текот на сигналите во шемата од Слика 3.21 се добива: 

(3.75)                sXsGsXsXsXsGsXsX *
2

*
3

*
3

**
233           

 

(3.76)            sXsGsXsXsGsX *
1

*
2

*
2

*
122             

(3.77)               sXsGsYsGsEsGsX 4111   

Оттука: 

(3.78)                      sXsGGsYGsXsXsGsGsGsYsGsX *
2

*
31

*
1

*
1

*
243111         

(3.79)              
   

   sGGGsG

sYGsG
sXsXsGGGsGsYGsGsX

*
431

*
2

*
1

*
2*

2
*
2

*
431

*
2

*
1

*
2

*
2

1

 
        


  

 

 tx   te   ty  
 sG1   sG2   sG3  

 sG4  
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(3.80)    
   

   sGGGsG

sYGsG
sGsX

*
431

*
2

*
1

*
2*

3
*
3

1

 


  

или, во просторот на Z сликите: 

(3.81)     
     

   zGGGzG

zYGzGzG
zX

4312

132

1
  

До истиот резултат може да се дојде и со примена на правилата на алгебрата на блок-

шемите, по што структурната блок-шема од Слика 3.21 се трансформира како на Слика 

3.22, а шемата од Слика 3.22 се сведува на шемата од Слика 3.23.  

 

 

 

 

 

 

Слика 3.22.  Еквивалентна структурна блок-шема на шемата од Слика 3.21 

 

 

 

 

 

 
 

Слика 3.23.  Еквивалентна структурна блок-шема на шемата од Слика 3.22 

 

Од Слика 3.23 непосредно следуваат релациите: 

(3.82) 
   

 
 

 
   

 sY
sGsG

sY
sG

sU
4334

1
11



 

(3.83)    
     sUsUsE  31  

(3.84)    
         sEsGsGsGsU 4312 

 

(3.85)    
     sUsGsU  223  

 

 tu1   tu3   tu2  

 tx   te   ty  
 sG1   sG2   sG3  

 sG4   sG3  

 tx   te   ty  
 sG134   sG2   sG3   sG 1

34
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(3.86)         sUsGsX  33  

кои во просторот на (*) – сликите стануваат: 

(3.87)    
     sUsUsE   31  

(3.88)           sUsGGGsYGsU   343112  

(3.89)    
     sUsGsU   223  

(3.90)         sUsGsX   33  

Со решавање на системот равенки (3.87) - (3.90), за сликата  sX *  се добива: 

(3.91) 
   

 
     

   sGGGsG

sYGsGsG
sX









4312

132

1  

а нејзе ѝ одговара Z сликата: 

(3.92) 
   

 
     

   zGGGzG

zYGzGzG
zX

4312

132

1


 

 

Задача 3.8. Со примена на правилата за дискретно еквивалентирање континуални 

системи, да се определат Z сликите     teZzE   и     txZzX   на соодветните 

сигнали во системот, чија структурна блок-шема е прикажана на Слика 3.24.  

 

 

                                                                                                    

                                                            

 

                                                                                 

 

  

 

 
 

Слика 3.24.  Структурна блок-шема на системот од Задача 3.8 

 

Решение: Од структурната блок-шема на Слика 3.24 непосредно следува: 

  

 tf  

 ty  
 tx  

 zR3  

 sG f  

 zR1   sG1   sG2  

 zR2   sG3  

 sG4  
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(3.93)    )()()()()()()( 1122 sEsGsGsFsGsGsX f
  

(3.94)       )()()()()()()()( 32311 sXsGsRsFsRsEsRsE  

(3.95)           sXsGsYsE 4  

Со воведување на првата од горните равенки во втората и третата, за излезите од двата 

компаратори во шемата од Слика 3.24 се добива: 

(3.96)      )()()()()()()( 322311 sFGGGsRsFsRsEsRsE f  

                                               )()()( 13212 sEsGGGsR   

(3.97)    )()()()()()()()()()( 142142 sEsGsGsGsFsGsGsGsYsE f
  

или, во просторот на Z сликите: 

(3.98)     )()()()()()()( 322311 zFGGGzRzFzRzEzRzE f  

                                              )()()( 13212 zEzGGGzR  

(3.99)     )()()()()( 142142 zEzGGGzFGGGzYzE f   

Оттука, со решавање на (3.98) по непознатата )(1 zE  се добива: 

(3.100)    


 )(
)()(1

)(
)(

3212

1
1 zE

zGGGzR

zR
zE

 

                         


 )(
)()(1

)(

3212

3 zF
zGGGzR

zR
 

                        
)()(1

)()(

3212

322

zGGGzR

zFGGGzR f


  

а со воведувањето на (3.100) во (3.99), за сликата  zE  се добива изразот: 

(3.101) 

    





 )(

)()()()(1

)()(1
)(

32124211

3212 zY
zGGGzRzGGGzR

zGGGzR
zE

 

                        



 )(

)()()()(1

)()(1
42

32124211

3212 zFGGG
zGGGzRzGGGzR

zGGGzR
f  

                       


 )(
)()()()(1

)()(

32124211

4213 zF
zGGGzRzGGGzR

zGGGzR
 

                        
)()()()(1

)()()(

32124211

324212

zGGGzRzGGGzR

zFGGGzGGGzR f
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За да се определи бараната слика  zX : 

(3.102) 
   

)()()()( 1212 zEzGGzFGGzX f 
 

најнапред сликата )(1 zE  се изразува во функција од влезовите )(zY  и )(zF , како 

решение на системот равенки (3.100) - (3.101): 

(3.103) 
   
   )()()()()(1 132124211 zEzGGGzRzGGGzR

 

             )()()()()()()()( 32242131 zFGGGzRzFGGGzRzFzRzYzR ff   

и потоа се внесува во изразот за  zX , со чие средување се добива: 

(3.104) 
   




 )(
)()()()(1

)()(
)(

32124211

211 zY
zGGGzRzGGGzR

zGGzR
zX

  

                       


 )(
)()()()(1

)()(

32124211

123 zF
zGGGzRzGGGzR

zGGzR
 

                       


 )(
)()()()(1

)()(
42

32124211

211 zFGGG
zGGGzRzGGGzR

zGGzR
f  

                       )()(
)()()()(1

)()(
232

32124211

212 zFGGzFGGG
zGGGzRzGGGzR

zGGzR
ff 




 

 

Задача 3.9. Да се определи Z сликата  zY2  на одзивот  ty2  на затворениот 

дискретен систем од Слика 3.25. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Слика 3.25.  Илустрација кон Задача 3.9 

 

Решение: За одделните сигнали во шемата од Слика 3.25 важат следните релации: 
 

 ty  
 tu   ty2   ty1  

 sRy  

 sR2  

 sG0   sG1   sG2  

 sR1  
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(3.105) 
   

         sUsGsGsGsY *
0122 

 

(3.106) 
   

       sUsGsGsY *
011 

 

(3.107) 
  

             sYsRsYsRsYsRsU y
*

11
*
22

* 
 

кои во просторот на (*) – сликите имаат облик: 

(3.108) 
   

     sUsGGGsY **
012

*
2 

 

(3.109) 
   

     sUsGGsY **
01

*
1 

 

(3.110) 
  

             sYsRsYsRsYsRsU y
*

1
*
1

*
2

*
2

*** 
 

Оттука, со смената (3.37) се добиваат релациите: 

(3.111) 
   

     zUzGGGzY 0122 
 

(3.112) 
   

     zUzGGzY 011 
 

(3.113) 
  

             zYzRzYzRzYzRzU y 1122 
 

а со решавање на системот равенки (3.111) - (3.113) по непознатата  zY2 , се добива: 

(3.114) 
  

                zYzRzYzRzYzRzGGzY y 1122101 
 

                           zYzRzYzRzYzRzGGGzY y 11222102   

(3.115)                      zYzRzGGzYzRzGGzYzRzGG y10221011101 
 

      
                  zYzRzGGGzYzRzGGGzYzRzGGG y2102221011210 1   

(3.116) 

   

 

         

         

       

       zRzGGGzRzGGG

zRzGGzRzGG

zYzRzGGGzRzGGG

zYzRzGGzRzGG

zY
y

y

22101210

210110

2101210

10110

2

1

1

1







  

(3.117) 

   

 
     

       zRzGGGzRzGG

zYzRzGGG
zY

y

2210110

210
2

1 
  

 

Задача 3.10.   Да се определи дискретната преносна функција  
 
 zY

zX
zG   на 

затворениот систем, чија што структурна блок-шема е дадена на Слика 3.26. 
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Слика 3.26.  Илустрација кон Задача 3.10 

 

Решение:  Со следење на текот на сигналите во структурната блок-шема од Слика 

3.26, се добиваат следните релации: 

(3.118)           sEsGsEsX *
1  

(3.119)           sXsGsYsE *
2  

кои во просторот на (*) – сликите добиваат облик: 

(3.120)           sEsGsEsX **
1

**   

(3.121)          sXsGsYsE **
2

**   

а со смената (3.37) се трансформираат во равенките: 

(3.122)           zEzGzEzX 1  

(3.123)           zXzGzYzE 2  

Системот (3.122) - (3.123) претставува математички модел на дискретниот еквивалент 

на набљудуваниот систем од Слика 3.26 и со негово решавање се добиваат 

аналитичките изрази за Z сликите  zX  и  zE  на одзивот  tx  и сигналот на 

грешката  te  во истиот: 

(3.124) 
   

 
     

 zY
zGzGzG

zE
2211

1




 

(3.125) 
   

 
 

     
 zY

zGzGzG

zG
zX

221

1

1

1






 

при што  zG1  и  zG2  се дискретните преносни функции на континуалните системи 

во директната и повратната гранка на зададениот затворен систем од Слика 3.26, 

соодветно: 

.1sT   
 te   ty   tx  

 sG1  .1sT   

 sG2  

3

1

s
 

s

2
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(3.126) 
   

     
33

1
1

1
1

1
   ;

3

1

e
z

ez

z

s
LZsGLZzG 



























    

(3.127) 
   

      1   ;
1

221
21

1
2 




















  z

z

z

s
LZsGLZzG

 

Дискретната преносна функција на системот од Слика 3.26 е дефинирана на следниот 

начин: 

(3.128) 
   

 
 

     zGzGzG

zG
zG

221

1

1

1






 

и за конкретните вредности на дискретните преносни функции  zG1  и  zG2 , 

определени со (3.126) и (3.127), соодветно, таа ќе биде: 

(3.129) 
  

 
 
  10

914131
   ;

315

22 633

332

332 



 







eee
z

ezez

ezez
zG

 

Соодветниот дискретен еквивалент на системот од Слика 3.26 е прикажан со својата 

структурна блок-шема на Слика 3.27.  

 

 

                                                                                                        

                                                                      

                  

                                                         
Слика 3.27.  Блок-шема на дискретниот еквивалент на системот од Слика 3.26 

 

Задача 3.11.   Да се определи најмалата можна вредност на стационарната грешка во 

затворениот дискретен систем на автоматско управување од Слика 3.28 ако, под 

претпоставка, sT 1 . За која вредност на променливиот параметар K  системот од 

Слика 3.28 ќе има пол во точката 1z ? 

 

 

 

 

 

Слика 3.28.  Илустрација кон Задача 3.11 

 

 te   tu*   tu  

 ke   ky   kx  

3 ez

z
 

1

2

z

z
 

 tx     thty   
K  

s

e sT1
 

2ln

2ln

s
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Решение: Еквивалентната дискретна преносна функција на објектот на управување во 

затворениот дискретен систем од Слика 3.28 е: 

(3.130) 

   

        





































2ln

2ln11
0

1
0

ss

e
LZsGsGLZzGG

sT

    

                           
 













































 

2ln

111

2ln

2ln1 11

ss
LZ

z

z

ss
LZ

z

z
 

                               




























 

2

11

1
1 

1 2ln

z

z

z

z

z

z
theZ

z

z t
                             

                         5.0   ;
12

1

12

22
1

12

1
21 












 z

zz

z

z

z
   

а Z сликата  zE   на сигналот на грешката  te  е дадена со изразот: 

(3.131) 
   

 
 

 
 

  Kzz

zz
zY

zGKG
zE









121

12

1

1

0     

Вредноста на грешката  te  во системот од Слика 3.28 во стационарен режим може да 

се определи со помош на II гранична теорема на Z трансформацијата, доколку 

функцијата    zEz 1  нема полови во областа 1z , а тоа ќе биде исполнето ако 

единствениот нејзин пол: 

(3.132)    Kz 5.05.0   

лежи во областа 1z . Оттука произлегуваат следните ограничувања на вредностите 

од променливиот параметар K  на набљудуваниот дискретен систем на автоматско 

управување: 

(3.133)    012  K  

               012  K  

односно условот: 

(3.134)    max31 KK   

Тогаш стационарната грешка во системот од Слика 3.28 ќе изнесува: 

(3.135)            
 

KKz

zz
zEzkTetee

zzkt 







 1

1

12

12
lim1limlimlim

11
 

а нејзината најмала можна вредност ќе биде: 
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(3.136)      25.0
1

1

max
min 




K
e  

Условот набљудуваниот затворен дискретен систем на автоматско управување од 

Слика 3.28 да има пол во точката 1z , значи: 

(3.137)    15.05.0  zKz  

и тој се сведува на условот: 

(3.138)    1K  

Меѓутоа, оваа вредност на параметарот K  не припаѓа на параметарската област на 

стабилност на набљудуваниот дискретен систем на автоматско управување од Слика 

3.28, туку на нејзината граница, поради што за 1K  системот ќе биде на границата 

на стабилност. 

 

Задача 3.12.  За стабилниот затворен дискретен систем на автоматско управување од 

Слика 3.29, да се определи стационарната вредност на одѕивот на системот  tx  и 

стационарната вредност на грешката во системот  te1  за отскочна влезна возбуда 

   thty  . Што може да се констатира за квалитетот на поведението на 

набљудуваниот систем на автоматско управување во стационарен режим при дадената 

отскочна влезна возбуда? Колку изнесува стационарната грешка на системот за 

линеарно растечка влезна возбуда    tthty  ? (Да се види Задача 4.29.) 

 

 

 

 

 

 

 

Слика 3.29.  Илустрација кон Задача 3.12 

 

Решение: За системот од Слика 3.29, во s комплексното подрачје важат следните 

релации: 

(3.139) 
   

)()()( *
21 sEsGsX   

(3.140) 
   

)()()()( 2
*
12 sXsGsKEsE   

(3.141) 
   

)()()(1 sXsYsE   

 

T  T  
 tx   te2   te1   ty  

K   1

1

ss
 

s  
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каде што со  sG1  и  sG2  се означени преносните функции на блоковите во 

директната и повратната гранка од локалната антипаралелна врска во системот, 

соодветно. Оттука, со воведување на равенката (3.139) во равенката (3.141): 

(3.142) 
   

)()()()()( *
212

*
12 sEsGsGsKEsE 

  

и нејзино префрлање во просторот на  * – сликите: 

(3.143) 
   

)()()()( *
2

*
21

*
1

*
2 sEsGGsKEsE 

 

се добива: 

(3.144) 

   )(1

)(
)(

*
21

*
1*

2
sGG

sKE
sE




 

или, во просторот на Z сликите: 

(3.145) 

   
)(1

)(
)(

21

1
2

zGG

zKE
zE




 

Од друга страна, со воведување на првата равенка од системот равенки (3.139) - (3.141) 

во третата, се добива: 

(3.146) 
   

)()()()( *
211 sEsGsYsE 

 

или, во просторот на Z сликите: 

(3.147)    )()()()( 211 zEzGzYzE   

па, со воведување на изразот (3.145) за сликата  zE2  во (3.147), за сликата  zE1  се 

пресметува: 

(3.148)    )(
)()(1

)(1
)(

211

21
1 zY

zGGzKG

zGG
zE




    

Конечно, врз основа на равенката (3.139) и изразите за  zE1  и  zE2 , за одзивот на 

набљудуваниот систем во просторот на Z сликите се добива: 

(3.149)    
)()(1

)()(
)(

)(1

)(
)()()(

211

1
1

21

1
21

zGGzKG

zYzKG
zE

zGG

KzG
zEzGzX





  

Притоа, Z сликите  zG1  и  zGG 12  се: 

(3.150)    




































 

1

11

)1(

1
)( 11

1
ss

LZ
ss

LZzG  

                          
  

1   ;
1

1

1


















z

ezz

e
z

ez

z

z

z

T

T

T
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(3.151)       T

T
ez

ez

z

s
LZsGsGLZzGG 



 



















    ;

1

1
)()()( 1

12
1

12  

па, трајната вредност на одѕивот  tx  на набљудуваниот систем во случај на отскочна 

влезна возбуда ќе биде: 

(3.152)    


)()1(lim)(lim)(lim)(
1

zXzkTxtxx
zkt

 

                       
  

  




























 1

1

1
1

1

1

)1(lim
1 z

z

ez

z

ezz

e
Kz

ezz

e
Kz

z

TT

T

T

T

z

 

                       
 

      
1

111

1
lim

2

1











 zzeKzezz

eKz
TT

T

z

 

додека стационарната вредност на грешката  te1  изнесува: 

(3.153)      


)(1lim)(lim)(lim)( 1
1

111 zEzkTetee
zkt

 

                         

 

 
  

 

































 1

1

1
1

11

lim
1 z

z

ez

z

ezz

e
Kz

ez

z
z

TT

T

T

z

 

                          
 

    
0

121

2
1lim

1












TT

T

z eKzezz

ezz
z  

Врз основа на добиениот резултат (3.153), може да се заклучи дека во стационарен 

работен режим одѕивот на набљудуваниот систем на автоматско управување идеално 

го следи доведениот отскочен влез. 

 

За линеарно растечка влезна возбуда, стационарната грешка  1e  изнесува: 

(3.154)      


)(1lim)(lim)(lim)( 1
1

111 zEzkTetee
zkt

 

                         
 

    
 
 T

T

TT

T

z eK

eT

eKzezz

ezzT









 









1

2

121

2
lim

1
 

па, очигледно, во овој работен режим излезот на набљудуваниот систем на автоматско 

управување во стационарна состојба не може идеално да го следи доведениот линеарен 
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влез, туку тоа го прави со отстапување кое зависи обратно пропорционално од 

вредноста на коефициентот на засилување во директната гранка K . 

 

Задача 3.13.  Под претпоставка дека карактеристичниот полином  za  на затворениот 

дискретен систем од Слика 3.30 е Хурвицов z полином, што значи дека сите негови 

нули се наоѓаат во внатрешноста од единичниот круг 1z , да се определи најмалата 

можна стационарна вредност на грешката  kTe , ако во системот е употребен 

пропорционален регулатор  zR  со фактор на пропорционалност K  и на влезот од 

системот дејствува единична отскочна возбуда  kTy . 

 

Решение:  Карактеристичниот полином  za  на затворениот дискретен систем од 

Слика 3.30 е броител на долниот израз: 

 

 

 

 

 

 

Слика 3.30.  Илустрација кон задачата 3.13 

 

(3.155) 
   

 
 

    





08.06.0

5.0
11

2 zz

z
KzGzR

zA

za
 

                            08.05.06.02  KzKzza  

 

и тој е Хурвицов z полином за вредности на параметарот K  од интервалот: 

 

(3.156) 
   maxmin 84.132.0 KKK 

 
 

Тогаш, за грешката  kTe  во стационарна состојба се добива: 

 

(3.157) 
   

         
   

  





zY
zGzR

zzEzkTee
zzk 1

1
1lim1limlim

11  

                        
 

   
 








 11

1
1lim

1

1
1lim

11 z

z

zKG
zzY

zKG
z

zz
 

                       
  KKzKz

zz
z

z 5.148.0

48.0

08.05.06.0

08.06.0
lim 

2

2

1 








 

 zG  

.1sT   .1sT   .1sT   
 kTx   kTe   kTy  

K  
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5.0
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а нејзината најмала вредност ќе биде: 

 

(3.158) 

   

  148.0
5.148.0

48.0
 

max
min 




K
e  

 

Задача 3.14.   Даден е затворениот дискретен систем од Слика 3.31. Под претпоставка, 

.1sT   и 
3

5
0  K . Да се определи дали овој систем може да следи влезна возбуда од 

облик    kTkThkTy   и да се пресмета големината на евентуалната стационарна 

грешка во зависност од параметарот K . 

 

 

 

 

 

 
Слика 3.31.  Илустрација кон Задача 3.14 

 

Решение: Преносната функција  zG0  на соодветниот отворен систем за 

набљудуваниот  затворен систем од Слика 3.31 е: 

(3.159)         
  

 
  

1   ;
141

122

25.01

5.0
0 









 z

zz

zK

zz

z
KzPzRzG  

па, Z сликата  zE  на грешката  kTe  во системот ќе биде: 

(3.160)     
 

 
  

     22
0 121544

141

1

1












z

z

KzKz

zz
zY

zG
zE  

Нејзината стационарна вредност може да се определи со помош на II гранична теорема 

на Z трансформацијата, доколку карактеристичниот полином  za  на затворениот 

систем, кој гласи: 

(3.161)            KzKzzGnumza 215441 2
0   

е Хурвицов z полином, односно сите негови нули лежат во внатрешноста од 

единичниот круг во z комплексната рамнина со центар во координатниот почеток. 

Ова барање ќе биде исполнето доколку 
3

5
0  K : 

(3.162)        0      0221444  KKKK  

 

 zE   zX   zY  

 zP  

K  

 zR  

  25.01

5.0





zz

z
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3

5
      061021444  KKKK  

                 0      02211  KKK  

што е дадено со условот од задачата, па за  e  се добива:  

(3.163)           
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Оттука може да се заклучи дека набљудуваниот затворен систем од Слика 3.31 не е во 

состојба идеално да следи линеарно растечки влез, туку влезната возбуда 

   kTkThkTy   ја следи со одредена грешка  e , дефинирана со (3.163).  За 

вредности на параметарот K  од интервалот 









3

5
,0K , оваа грешка се движи во 

интервалот  ,9.0 : 

(3.164)           max
minmax

min
2

3
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3
9.0 e

K
e

K
e  

 

Задача 3.15.   Да се определат дискретните вредности  kTx  на одзивот  tx  на 

затворениот дискретен систем на автоматско управување од Слика 3.32, 

 0.,...;2,1,0  constTk , доколку на неговиот влез дејстува отскочната возбуда 

   thty  , а дигиталниот регулатор  zR  реализира дискретен еквивалент на 

конвенционалниот И-управувачки закон      
tt

i dedeKty
00

 . Објектот на 

управување е опишан со преносната функција   Tse
sT

K
sP 




10

, каде што sT 1  е 

периодот на дискретизација, а 
2ln

0
T

T   е временската константа на објектот на 

управување. Под претпоставка,  Д/А уредот содржи форматор од нулти ред и 
8

1
K .                                           

 

                                            

     

       _                    

                                                                                 
Слика 3.32.  Илустрација кон Задача 3.15 

 

 sU   sY   sX  
 sP  AD /   zR  
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Решение: Дискретната преносна функција на објектот на управување  zP , земајќи го 

предвид форматорот од нулти ред на неговиот влез, е: 

(3.165)     
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додека преносната функција на дискретниот регулатор  zR  е: 

(3.166)      1   ,
1




 z
z

z
zR  

Тогаш, одѕивот на набљудуваниот дискретен систем од Слика 3.32 може да се 

определи на следниот начин: 

(3.167)               zYzGZzXZkTx 11
 

                         
   
   

  























 

1

16

92416

1

1 2

11

z

z

zz
ZzR

zPzR

zPzR
Z

 

                        
 

    
















 







 1

4

3

1

12

1 ReRe
143

1 k

z

k

z
zzCzzzCz

z

z

z
Z   

                        






























0   ,

4

3

3
11616

0   ,0                              

k
k

k
k

 

каде што: 

(3.168)       
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Задача 3.16.  Да се определат дискретните вредности  kTx  на одзивот  tx  на 

затворениот дискретен систем од Слика 3.33. (Упатство: да се усвои дека 
3

11 e  и 

9

12 e ). 

 
 

 

 

 

 

Слика 3.33.  Илустрација кон Задача 3.16 

 

Решение: Дискретната преносна функција на затворениот систем од Слика 3.33 е: 

(3.170) 
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кадешто   zG1  и  zGG 21  се следните дискретни преносни функции: 

(3.171) 
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(3.172) 
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Со воведување на (3.171) и (3.172) во (3.170), се добива: 

(3.173) 
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па, бараниот оригинал  kTx  ќе биде: 

(3.174) 
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Задача 3.17.   Даден е затворениот дискретен систем од Слика 3.34.  

 

 

 

 

 

 

 
Слика 3.34.  Илустрација кон Задача 3.18 

 

 

 zE   zX   zY  
 zR   zG  
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Да се определи преносната функција )(zR , така што одзивот на набљудуваниот систем 

)(kTx  за на единичен отскочен влез да биде од облик   .1,...;2,1,0   ; sTkkTkTx   

Објектот )(zP , под претпоставка, е чист интегратор од прв ред. За така пресметаната  

 zR , да се определи грешката во набљудуваниот систем  kTe  за отскочна влезна 

возбуда. 

 

Решение: Непознатата преносна функција )(zR  се определува од изразот за 

преносната функција  
 
 zY

zX
zG   на набљудуваниот дискретен систем:   

(3.175)     
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Оттука, Z сликата  zE  на бараната грешка  kTe  ќе биде: 

(3.177)     
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додека самата грешка  kTe  изнесува: 

(3.178)       
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Задача 3.18.   Даден е затворениот дискретен систем на автоматско управување од 

Слика 3.35. Објектот  sG , под претпоставка, е чист интегратор од прв ред. Да се 

определи дискретната преносна функција  zR , така што одзивот на системот  tx  на 

единичен отскочен влез  ty  во дискретните временски мигови  ,...2,1,0    kkTt  ќе 

биде од облик: 
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(3.179) 
   

  ,...2,1,0   ;2 1   kkTx k

 
 

 

                    

                     

    

        

           

Слика 3.35.  Илустрација кон Задача 3.18 

 

Решение: За системот од Слика 3.35 важат следните релации: 

(3.180) 
   

     sXsYsE 
 

(3.181) 
   

       sEsUsGsV   0  

(3.182) 
   

              sEsUsGsGsVsGsX   0  

(3.183) 
   

     sEsRsU  
 

на кои во просторот на  *  – сликите им одговараат равенките: 

(3.184) 
   

     sXsYsE  
 

(3.185) 
   

       sEsUsGsV   0  

(3.186) 
   

         sEsGsUsGGsX   0  

(3.187) 
        sEsRsU    

а овие, пак, со смената (3.17) се трансформираат во равенките: 

(3.188) 
   

     zXzYzE 
 

(3.189)           zEzUzGzV  0  

(3.190) 
   

         zEzGzUzGGzX  0  

(3.191) 
        zEzRzU   

Со решавање на системот равенки (3.188) - (3.191) по непознатата   zX  се добива: 

 te*   te   ty  

 sGo  

 tu*   tv   tx  

s

e sT1
 

 sR   sG  
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(3.192)                       zEzGzRzGGzEzGzUzGGzX 00  

                                        zXzGzRzGGzYzGzRzGG  00  

од каде што непосредно следува: 

(3.193)     
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равенката (3.193) се трансформира во равенката: 

(3.198)    
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со чие што решавање по непознатата дискретна преносна функција  zR  се добива: 

(3.199)      0   ,
21
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z

z
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Задача 3.19.  Да се определи: а) дискретната преносна функција  zG , б) зависноста на 

нулите и половите на дискретната преносна функција  zG  од периодот на 

дискретизација T , в) тежинската низа  kTg  и г) диферентната равенка на динамичко 

поведение на еден електричен мотор, чија преносна функција е: 

(3.200)     
 

0Re   ,
1




 s
sTs

K
sG

m

m  

(Упатство: да се претпостави дека на влезот од моторот има форматор од нулти ред). 

 

Решение: а) Дискретнатa преносна функција  zG

 

на електричниот мотор од задачата 

се определува на следниот начин: 
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б) Преносната функција (3.201) има една конечна нула во точката: 

(3.202) 
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и два пола во точките: 

(3.203)    mTT
ezz

/
21    ,1

   

Очигледно, единствената нула на  zG  претставува апериодична функција од T , 

односно зависи од периодот на дискретизација T  и тоа така што, кога T  се менува во 

интервалот од 0 до , 0
1z   се менува во интервалот од -1 до 0: 

(3.204) 
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(3.205) 
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Што се однесува до половите од G(z), полот 11 z  не зависи од T , додека mTT
ez

/
2

    

претставува апериодична функција од T  и кога T  се менува во интервалот од 0 до , 

mTT
ez

/
2

   се менува во интервалот од 1 до 0: 
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(3.206) 
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в) Тежинската низа  kTg  на електричниот мотор од задачата се определува 

аналитички како оригинал кон неговата дискретна преносна функција  zG : 

(3.208) 
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бидејќи: 

(3.209)     
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Импулсната карактеристика  tg  на електричниот мотор  од задачата, во дискретните 

временски мигови ,...2,1,0;  kkTt  се поклопува со вредностите на неговата 

тежинска низа  kTg  во истите точки. 

 

г) Диферентната равенка на динамичко поведение, која претставува дискретен модел 

на динамиката на набљудуваниот електричен мотор, има облик: 

(3.212) 
   

         


kTxeTkxeTkx mm TTTT //
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Задача 3.20.  Да се определат дискретните вредности  kTx  на одѕивот   tx  на 

затворениот дискретен систем од Слика 3.36, ако на неговиот влез дејствува следната 

возбуда: 

(3.213)     
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Решение: Структурната блок-шема од Слика 3.36 може да се преуреди како што е 

покажано на Слика 3.37 и со примена на правилата за дискретно еквивалентирање 

континуални системи да се трансформира во шемата од Слика 3.38. Конечно, со 

примена на правилата на алгебрата на блок-шемите се добива шемата од Слика 3.39, 

од каде непосредно следува изразот за еквивалентната дискретна преносна функција 

 zG  на набљудуваниот затворен систем од Слика 3.36. 

 

Слика 3.36.  Илустрација кон Задача 3.20 
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Слика 3.37.       Еквивалентна структурна блок-шема на шемата од Слика 3.36 

 
 
 

                             

       

        

                                                     

 
Слика 3.38.  Дискретен еквивалент на системот од Слика 3.37 

 

 

                             

       

        

                                                     

                                                                                           
 

 

Слика 3.39.  Дискретен еквивалент на системот од Слика 3.38 

 
Следствено: 

sT 1  
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sT 1  
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каде што: 
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Z сликата  zX  на одзивот на набљудуваниот систем е: 

(3.218)     
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па, за бараниот дискретен оригинал

 

 kTx  се добива: 

(3.219)        
  

 

















 

22

121

2

11

zzz

zz
ZzXZkTx  

                         













































2   ,
4

cos
4

sin
2

3
2

1   ,2                                            

0   ,0                                            

k
kk

k

k

k 

 

 

Задача 3.21.  Даден е затворениот дискретен систем од Слика 3.40, со влезна возбуда 

од облик    tthty  , каде што h(t) е единичната отскочна функција. 

 

 

 

 

 

Слика 3.40.  Илустрација кон Задача 3.21 
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 zY  
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Да се определи: а) вредноста на периодот на дискретизација T за која преодниот 

процес во системот ќе заврши за време t=T  и б) трајната вредност e() на сигналот на 

грешка e(t) во системот. 

 

Решение: Дискретната преносна функција  zG  на затворениот систем на автоматско 

управување од Слика 3.40 е дадена со изразот: 

(3.220)     
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T
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zG
zG 





 10   ,

110
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1 0

0  

каде што: 

(3.221)           
 

1   ,
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 z

z

zT
tthZtyZzY  

Тогаш, за Z сликата  zX  на одѕивот  kTx  на набљудуваниот систем се добива: 

(3.222)         
 21110

10







z

zT

Tz

T
zYzGzX  

а) Преодниот режим на работа на зададениот систем е определен со преодната 

компонента на неговиот одѕив  kTxpreod , која има облик: 

(3.223)              



 1

101

1 Re на половите по  на развој k

Tz
preod zzXzzGzXZkTx

 

                                   
  






















k

Tz
z

zTz

T
Tz

2

2

101 1110
110lim  

                                    0   ,10101.0  kT
k  

и тој, очигледно, ќе биде идентички еднаков на нула за секое 1k  ако: 

(3.224)    1.0         0101  TT  

б) Z сликата  zE  на грешката  kTe  во набљудуваниот дискретен систем е: 

(3.225)     
 

 
  11101

1

0 





zTz

zT
zY

zG
zE  

па функцијата: 

(3.226)       
 

Tz
Tz

zT
zEz 101   ,

110
1 


  

ќе биде аналитичка во областа 1z  ако нејзиниот единствен пол има модул помал од 

единица, од каде што непосредно следуваат ограничувањата на вредностите за T : 
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(3.227)      0          1101  TT  

(3.228)    2.0          1011  TT  

Тогаш трајната вредност  e  на грешката  kTe  може да се определи со помош на II 

гранична теорема на Z трансформацијата, и таа ќе биде: 

(3.229)              
 

1.0
110

lim1limlimlim
11





 Tz

zT
zEzkTetee

zzkt
 

                        

За вредности на T надвор од интервалот 2.00  T  не важи II гранична теорема на 

Z трансформацијата и тогаш бараната вредност  e  се одредува како: 

(3.230)       tee
t
lim



  

 

Задача 3.22.  За затворениот дискретен систем од Слика 3.41, да се определи: а) 

вредноста на периодот на дискретизацијаT  за која преодниот процес во системот ќе 

заврши за време Tt   и б) трајната вредност  e  на сигналот на грешката  te  во 

системот, ако на влезот од системот дејствува возбуда од облик: 

(3.231) 
   

   thtty 









2

1
2

 

Каде што  th  е единичната отскочна функција. 

 

 

 

      

 

                                      

Слика 3.41.  Илустрација кон Задача 3.22 

 

Решение: Дискретната преносна функција  zG  на затворениот систем на автоматско 

управување од Слика 3.41 е дадена со изразот: 

(3.232) 
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каде што: 
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а Z сликата  zY  е: 

(3.234) 
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Тогаш, за Z сликата  zX  на одѕивот  tx  на набљудуваниот систем се добива: 

(3.235)         
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T
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а) Преодниот режим на работа на овој систем е определен со преодната компонента на 

неговиот одѕив, која има облик: 

(3.236)              
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                                    0   ,201975.1  kT
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и тој, очигледно, ќе биде идентички еднаков на нула за секое 1k , ако: 

(3.237)    05.0         0201  TT  

б) Z сликата  zE  на сигналот на грешка  te  во набљудуваниот дискретен систем од 

Слика 3.41 е: 

(3.238) 
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па, функцијата: 

(3.239) 
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zTz
zEz 201   ,
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ќе биде аналитичка во областа 1z  ако нејзиниот единствен пол има модул помал од 

1, од каде што непосредно следуваат ограничувањата на можните вредности за T : 

(3.240)    0          1201  TT  

           1.0          2011  TT  

Тогаш, трајната вредност  e  на грешката  te  може да се определи со помош на II 

гранична теорема на Z трансформацијата: 
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(3.241) 
   

         
 
 

025.0
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44
lim1limlimlim
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 Tz

Tzz
zEzkTetee

zztt  

За вредности на T  надвор од интервалот дефиниран со (3.240), II гранична теорема на 

Z трансформацијата  не важи и тогаш бараната трајна вредност  e  се одредува 

како граничната вредност    tee
t 

 lim
 
и е неограничена. 

Задача 3.23.  Со помош на правилата на алгебрата на блок-шемите и правилата за 

дискретно еквивалентирање континуални системи, да се определи дискретната 

преносна функција  
 
 zY

zX
zG   на затворениот систем од Слика 3,42, чиј отворен 

систем има преносна функција  zG0 . Потоа да се определат константата на положба 

 zGK
z

p 0
1

lim


 , брзинската константа    zGzK
z

v 0
1

1lim 


 и константата на 

забрзување    zGzK
z

a 0
2

1
1lim 


 за набљудуваниот дискретен систем и да се 

издискутира способноста на овој систем да следи отскочна    thty 1 , линеарно 

растечка    tthty 2  и квадратна влезна возбуда    thtty 2
3

2

1
 . Под претпоставка:   

(3.242) 
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Слика 3.42.  Илустрација кон Задача 3.23 

 

Решение: Со примена на правилата на алгебрата на блок-шемите и правилата за 

дискретно еквивалентирање континуални системи, а имајќи на ум дека: 

.1sT   

 sE1  
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за преносната функција  
 
 zY

zX
zG   на набљудуваниот затворен систем од сл.3.42 се 

добива: 

(3.248) 
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Од друга страна, преносната функција  zG0  на соодветниот отворен систем за 

набљудуваниот затворен систем е дадена со изразот: 
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Следствено, бараните константи на грешка ќе бидат: 
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Z сликата  zE  на грешката  te  во набљудуваниот затворен систем, е дадена со 

изразот: 
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па,  e  изнесува: 

(3.254)             
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За конкретните влезни возбуди од задачата, грешката  e  ќе биде: 
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и таа, очигледно, зависи од вредноста на соодветната константа на грешка. Оттука 

може да се заклучи дека набљудуваниот затворен дискретен систем од Слика 3.42, не 

може идеално да следи ниту една од зададените влезни возбуди. Тој е во состојба да 

следи само отскочна влезна возбуда, но со одредено константно отстапување. Ова се 

должи на фактот дека соодветниот отворен систем (3.249) има астатизам од нулти ред. 

 

Задача 3.24.   Со примена на правилата за дискретно еквивалентирање континуални 

системи и правилата на алгебрата на блок-шемите, да се определи изразот за Z

сликата     txZzX   на излезот на системот од Слика 3.43. 

                                                                                                      

 

                                                                    

                                                            

      
 

Слика 3.43.  Илустрација кон Задача 3.24 
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Потоа да се определат дискретните вредности на одѕивот  tx  во миговите

 ,...2,1,0 kkTt , ако на неговиот влез дејствува Кронекер-делта функцијата 
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k
kT   и дискретната преносна функција  zG  изнесува: 
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За период на дискретизација да се усвои sT 1 . 

 

Решение: Со следење на текот на сигналите во шемата од Слика 3.43 и примена на 

соодветните трансформации се добива:  
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Оттука: 
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па, за дискретните вредности на одзивот  tx  во миговите  ,...2,1,0 kkTt , кога на 

неговиот влез дејствува Кронекер-делта функцијата  
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Задача 3.25.  Со помош на правилата на алгебрата на блок-шемите и правилата за 

дискретно еквивалентирање континуални системи, да се определи Z сликата  zX  на 

одзивот  tx  на затворениот систем од Слика 3.44. Колку треба да изнесува преносната 

функција  zR2 , за управуваната големина  tx  да биде независна од влијанието на 

надворешните пречки  tf ? (Упатство: да се претпостави форматор од нулти ред и 

период на дискретизација .1sT  ) 

 

 

 

                                                                                                    

                                                            

 

                                                                                

 

  
Слика 3.44.  Илустрација кон Задача 3.25 

 

Решение: Ако се претпостави дека   0tf , структурната блок-шема од Слика 3.44 ќе 

се сведе на шемата од Слика 3.45. Оттука: 
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Слика 3.45.  Илустрација кон Задача 3.25 
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Ако сега се претпостави дека   0ty , структурната блок-шема од Слика 3.45 може да 

се претстави како на Слика 3.46.

  

                                                                                                    

                                                            

 

                                                                                

 

  
 

 

Слика 3.46.  Илустрација кон Задача 3.25 

Оттука: 
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или, во просторот на Z сликите: 

(3.270)     
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Бидејќи набљудуваниот систем од сл.3.47 е линеарен, за него важи принципот на 

суперпозиција, па Z сликата  zX  на неговиот одзив  tx  ќе биде збир од сликите 

(3.271) и (3.275): 
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Oдзивот  tx  нема да зависи од влијанието на пречките  tf  ако изразот: 

(3.272)     
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биде еднаков на нула, од каде следува условот за  zR2 : 

(3.273) 
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Задача 3.26.  Даден е затворениот дискретен систем на автоматско управување од 

Слика 3.47. Дали карактеристичниот полином на системот зависи од дискретната 

преносна функција  zR2  на компензаторот на пореметувањата  tf ? Да се определи 

одѕивот  tx  на набљудуваниот систем во случај кога тој не зависи од пореметувањата 

 tf , ако: 

(3.275) 
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Слика 3.47.  Илустрација кон Задача 3.26 

 

Решение: Под претпоставка дека во набљудуваниот систем не дејствуваат пречките 

 tf , се добива: 

(3.280) 
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од каде се гледа дека карактеристичниот полином  za  на системот, односно неговата 

карактеристична равенка   0za  не зависи од преносната функција  zR2 : 
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Z сликата  zX  на одѕивот  tX  на набљудуваниот дискретен систем зависи од 

референтниот влез  ty  и пречките  tf  на следниот начин: 

(3.283)           
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Оттука, одѕивот  tx  на системот нема да зависи од влијанието на пречките  tf  

доколку вториот член во горниот израз е еднаков на нула: 

(3.285)    
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односно, доколку: 
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па, ако во (3.286) се внесат конкретните изрази за сликите: 
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за  zR2  ќе се добие: 
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Кога  zR2   е определена со (3.290), одзивот на системот  tx  ќе биде нечуствителен 

кон пречките  tf  и во дискретните временски мигови ,...2,1,0;  kkTt  ќе изнесува: 

(3.291)        
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Задача 3.27.  Даден е затворениот дискретен систем на автоматско управување од 

Слика 3.48. 

 

 

       

                                                                                       

 

 

Слика 3.48.  Илустрација кон Задача 3.27 

 

Да се определи грешката  kTe  во системот, ако .1sT   и: 
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Решение: Z сликата  zY  на влезниот сигнал  kTy  е: 

(3.295)        
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Оттука: 
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бидејќи: 
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Задача 3.28.   Со примена на правилата на алгебрата на блок-шемите и правилата за 

дискретно еквивалентирање континуални системи, да се определи Z сликата  zX  на 

одзивот  tx  на затворениот линеарен стационарен дискретен систем на автоматско 

управување од Слика 3.49. Потоа да се определат дискретните вредности  kTx  на 

одзивот  tx  на набљудуваниот затворен систем во миговите  ;kTt   

 .1,...2,1,0 sTk   ако:  
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Слика 3.49.  Илустрација кон Задача 3.28 

 

Решение: Со примена на правилата на алгебрата на блок-шемите, структурната блок-

шема од Слика 3.49 може да се трансформира во шемата од Слика 3.50, а со примена 

на правилата за дискретно еквивалентирање континуални системи, шемата од Слика 

3.50 се трансформира во шемата од Слика 3.51. 

 

 

 

 

 

 
 

Слика 3.50.  Еквивалентна шема на шемата од Слика 3.49 
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Слика 3.51.  Дискретен еквивалент на шемата од Слика 3.50 

 
Блок-шемата од Слика 3.51 претставува дискретен еквивалент на шемата од Слика 3.49 

и, со примена на соодветни правила на алгебрата на блок-шемите, може да се 

трансформира во шемата од Слика 3.52. Оттука, лесно се определува дискретната 
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(3.306)     
     

 zGGG

zGGzGGGzG
zG

432

544321

1


  

Имајќи на ум дека: 

(3.307)            1   ,
1

1
11 












 z
z

z
thZ

s
ZsGZzG  

(3.308)            
 

  













3ln2ln

23ln
432432

ss
ZsGsGsGZzGGG  

                                  
   

    











































 ththZ

ss
Z

tt

3

1

2

1

3ln

1

2ln

1
 

                                  
   2

1
   ,

13123121









 z

zz

z

z

z

z

z
 

(3.309)              1   ,
1

1
5454 












 z
z

z
thZ

s
ZsGsGZzGG  

(3.310)             

 
1   ,

1

1

3

2 



 z

z

zz
thtZtyZzY  

за Z сликата  zX  се добива: 
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Слика 3.52.  Еквивалентна блок-шема на шемата од Слика 3.51 

 

Оттука, бараниот дискретен оригинал  kTx  ќе биде: 
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Задача 3.29.  Даден е отворениот дискретен систем на автоматско управување од 

Слика 3.54, со влез  ty  прикажан на Слика 3.53, и период на дискретизација .1sT   

Да се определи одзивот  tx  на набљудуваниот систем во дискретните временски 

мигови  ,...2,1,0 kkTtk .    
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Слика 3.53.  Илустрација кон Задача 3.29 
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Слика 3.54.  Илустрација кон Задача 3.29 

 

Решение: Преносната функција  sG1  изнесува: 
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За да се определи дискретната преносна функција     sGsGZ ob1  може да се дефинира 
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па, за дискретната преносна функција     sGsGZ ob1  дефинитивно се добива: 
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Z сликата  zY  на влезната возбуда  ty , која е зададена графички, се определува 

врз основа на дефиницијата и сл.3.57: 

 

(3.317)           
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па, Z сликата  zX  на одзивот  tx

 

од набљудуваниот систем ќе биде:  

 

(3.318)         
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Нејзиниот оригинал може да се определи преку почетните вредности  0x ,  1x ,  2x , 

 3x ,  4x , кои се пресметуваат со помош на првата гранична теорема на Z

трансформацијата: 

 

(3.319)        
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на следниот начин: 

(3.328)        
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Задача 3.30.  За затворениот дискретен систем на автоматско управување од Слика 

3.55 да се определи вредноста на параметарот a на дискретниот регулатор 

 
az

z
zR


2 , така што соодветниот отворен систем за набљудуваниот затворен 

систем да има астатизам од втор ред ако затворениот систем има нула во точката 2z  

и двократен пол во точката 21z , D/A претворувачот од шемата вклучува форматор 

од нулти ред, објектот на управување претставува апериодичен елемент од прв ред со 

преносна функција  
1

1




sT
sP

p

, 2K  и 2lnpTT  . Потоа да се определат 

константите pK , vK , aK  и врз нивна основа да се оцени поведението на затворениот 

систем во стационарен режим за константна (отскочна), линеарна и квадратна влезна 

возбуда од облик:  
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a)    thty  , б)    tthty  , в)    th
t

ty
2
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 . 

                                                                                         

 

                                                                    

          

                    

 

 

Слика 3.55.  Илустрација кон Задача 3.30 

 

Решение: Дискретната преносна функција  zP  на континуалниот објект  sP , земајќи 

го предвид и присуствотот на форматор од нулти ред на неговиот влез, е: 

(3.329)        
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додека: 

(3.330)       
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2222 2121  

е дискретната преносна функција на соодветниот отворен систем за набљудуваниот 

затворен систем. Од условот на задачата отворениот систем да има астатизам од втор 

ред произлегува дека неговиот карактеристичен полином  za0  
треба да биде од облик: 

(3.331)        2421222 222
0  zzzaazzza  

Оттука непосредно следува бараната вредност на параметарот a  на дискретниот 

регулатор  zR2 : 

(3.332)    2a  
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Дискретната преносна функција  zR1  се определува од изразот за дискретната 

преносна функција на затворениот систем од сл. 3.55 која, според условот од задачата 

има облик: 

(3.335)     
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Следствено, со решавање на еднаквоста: 
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Бараните константи pK , vK , aK  се: 
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од чии вредности може да се заклучи дека набљудуваниот затворен систем идеално 

следи константна влезна возбуда и влезна возбуда со константна брзина на промена, 

додека квадратната влезната возбуда ја следи со одредено константно отстапување 

пропорционално на  1
aK . 
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4. СТАБИЛНОСТ НА ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ СИСТЕМИ 
 

 

 

Еден линеарен стационарен дискретен динамички систем е стабилен, доколку на 

ограничен по амплитуда влез одговара со ограничен по амплитуда излез. Математичката 

интерпретација на стабилноста кај овие системи е следната: набљудуваниот линеарен 

стационарен дискретен динамички систем е стабилен, доколку сите негови полови 

лежат во внатрешноста на единичниот круг во z комплексната рамнина 1z , односно 

доколку нивниот модул е помал од единица. Дискретниот систем што не е стабилен, 

може да биде нестабилен или на границата на стабилност. Еден линеарен стационарен 

дискретен динамички систем е нестабилен, доколку има барем еден пол надвор од 

единичниот круг 1z . Системот е нестабилен и ако има кратни полови на кружницата 

1z ,  иако нема полови надвор од единичниот круг 1z . Доколку набљудуваниот 

дискретен систем има само прости (еднократни) полови на кружницата 1z ,  и нема 

полови надвор од единичниот круг 1z , тој се наоѓа на тн. граница на стабилност. 

 

Најдиректен начин да се испита стабилноста на еден дискретен систем од 

набљудуваната класа системи, е да се определат неговите полови и да се одреди нивната 

положба во z комплексната рамнина. Меѓутоа, тоа не е така едноставна задача, 

посебно кога се работи за системи од повисок ред, зошто претпоставува решавање 

алгебарски равенки од произволен степен n . Оттаму, развиени се критериуми и 

постапки за иследување на стабилноста на линеарните дискретни системи, кои се 

засниваат врз особините на коефициентите на нивните карактеристични полиноми. 

Имено, нулите на карактеристичниот полином на еден дискретен систем се полови на 

преносната функција на системот, односно полови на самиот систем. Кога системот е 

стабилен, сите негови полови лежат во внатрешноста од единичниот круг 1z , па, 

следствено, нулите на неговиот карактеристичен полином сите ќе имаат модул помал од 

единица. Ваквиот полином се нарекува Хурвицов z полином. Математичката 

интерпретација на стабилноста кај линеарните дискретни системи може да се искаже и 

на следниот начин: еден линеарен стационарен дискретен динамички систем е стабилен, 

доколку неговиот карактеристичен полином е Хурвицов z полином. 

 

Карактеристичниот полином на еден линеарен стационарен дискретен динамички 

систем е од следниот општ облик: 

 

(4.1)     nn
nnn azazazazaza  


1
2

2
1

10  

 

Тој ќе биде Хурвицов z полином, доколку задоволува одредени потребни и доволни 

услови. Едновремено, тоа се нужни и доволни услови за стабилност на самиот  

дискретен систем. Притоа, нужните услови за стабилност гласат:  
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Меѓутоа, условот (4.2) е само неопходен услов за стабилност, што значи дека еден 

дискретен систем кој не го задоволува условот (4.2) сигурно нема да биде стабилен, 

додека систем што го задоволува може, но не мора да биде стабилен. За да со сигурност 

се констатира дека еден систем, кој го задоволува нужниот услов (4.2) е стабилен, 

потребно е да се проверат и доволните услови за стабилност според некој од познатите 

критериуми за стабилност на линеарните дискретни системи.  

 

Критериумот на I.E.Jury претставува алгебарски критериум за иследување на 

стабилноста кај линеарните дискретни системи. Проверката на стабилноста според овој 

критериум се врши со помош на долната Таблица 4.1, која ја претставува редукцијата 

на карактеристичниот полином на испитуваниот дискретен систем (4.1) за 00 a . 

 

Таблица 4.1.Таблица за испитување на стабилноста на еден дискретен систем 

според критериумот на I.E.Jury 

          

          

1 0a
 1a  2a  3a

   3na
 2na

 1na
 na

 
2 na

 1na
 2na

 3na
   3a

 2a  1a  0a
 

3 0b
 1b  2b  3b

   3nb
 2nb

 1nb
 

 

4 1nb
 2nb

 3nb
 4nb

   2b  1b  0b
 

 

5 0c
 1c  2c  3c

   3nc
 2nc

 
  

6 2nc
 3nc

 4nc
 5nc

   1c  0c
 

  

                    
32 n  0s

 1s  2s  
      

 

(4.3)   1,...,2,1,0   ;   
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(4.4)   2,...,2,1,0   ;   
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nj

bb
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c

jn
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Редиците во Таблица 4.1 се составуваат во парови, при што елементите на секоја парна 

редица се елементите од претходната непарна редица, но во обратен редослед. Во првата 

непарна редица, пак, се сместуваат коефициентите на карактеристичниот полином (4.1) 

на испитуваниот дискретен систем, по опаѓачки редослед на степенот од комплексната 

променлива z , додека елементите од останатите непарни редици се пресметуваат како 

детерминанти од елементите на соодветната претходна непарна и парна редица по 

колони, како што е покажано со изразите (4.3) и (4.4). Редукцијата се врши сè додека не 

се добие полином со три коефициенти 0s , 1s  и 2s . Тогаш, еден линеарен стационарен 
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дискретен динамички систем ќе биде стабилен според критериумот на I.E.Jury, осносно 

неговиот карактеристичен полином ќе биде Хурвицов z полином, доколку 

едновремено се исполнети условите: 

 

(4.5)     01 a  

               011  a
n

 

(4.6)    naa 0  

            10  nbb
 

            20  ncc
 

                     

            20 ss 
 

 

Критериумот на Михаилов е графо-аналитички критериум за испитување на 

стабилноста на линеарните стационарни дискретни системи. Во основа, тој претставува 

геометриска интерпретација на познатиот принцип на аргументот, кој е општ и важи 

како во s комплексната рамнина, така и во z комплексната рамнина. Оттаму, 

критериумот на Михаилов може да се користи и кај континуалните и кај дискретните 

системи. За таа цел се поаѓа од карактеристичниот полином (4.1) и со воведување на 

смената 0Tj
ez


  се определува тн. карактеристичен вектор или векторот на 

Михаилов за испитуваниот дискретен систем: 

 

(4.7)        
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            nn aTaTnaTnaTna 01020100 cos2cos1coscos

 

             
          01020100 sin2sin1sinsin TaTnaTnaTnaj n  

 
 

Ходографор на овој вектор е геометриско место на точки што ги опишува врвот на 

векторот на Михаилов кога се врти во комплексната рамнина околу својот почеток, при 

измена на фреквенцијата   во интервалот 








2
,0 0

, каде што 
0

0

2

T


  . Тоа се нарекува 

карактеристична крива или крива на Михаилов за набљудуваниот дискретен систем. 

Карактеристичната крива на еден стабилен дискретен систем ги има следните својства: 

 

 започнува во конечна точка на позитивниот дел од реалната оска 

 се одвива во позитивна насока 

 наизменично ги сече координатните оски од комплексната рамнина во која е 

претставена 

 во ниеден момент не минува низ координатниот почеток 

 завршува во конечна точка на негативниот дел од реалната оска за систем од 

непарен ред, односно во конечна точка на позитивниот дел од реалната оска за 

систем од парен ред 
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Овие особини на карактеристичната крива на еден стабилен дискретен систем се 

опишани во следниот тн. изворен критериум на Михаилов: 

 

1. Системот треба да ги исполнува нужните услови за стабилност 

2. Модулот на карактеристичниот вектор не смее да биде еднаков на нула за ниедна 

вредност на фреквенцијата   од интервалот 








2
,0 0

: 

(4.8)     









2
,00 0ja  

 

3. Аргументот на карактеристичниот вектор мора монотоно да расте во позитивна 

насока од 0 до вредноста n , каде што n  е редот на испитуваниот дискретен 

систем: 

 

(4.9)         




nja 


arg

2
0 0

 

 

Модифицираниот критериум на Михаилов гласи: 

 

1. Карактеристичната крива на испитуваниот дискретен систем мора да започнува 

во конечна точка на позитивниот дел од реалната оска и да завршува во конечна 

точка на негативниот дел од реалната оска за систем од непарен ред, односно во 

конечна точка на позитивниот дел од реалната оска за систем од парен ред 

 

(4.10)       
































парно      ,0
2

непарно      ,0
2

   ,00
0

0

nja

nja

ja




 

 

2. Истата мора да се одвива во позитивна насока 

 

(4.11)      
 

0
0














d

jdv
 

 

3. Карактеристичната крива мора наизменично да ги сече координатните оски од 

комплексната рамнина во која е претставена 

 

(4.12)   
2

0 0
3210


   

 

каде што k2  и 12 k  ,...)2,1,0( k  се решенија на следниот систем равенки: 
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(4.13)        0Im   jav  

(4.14)        0Re   jau  

 

Критериумот на Најквист за испитување на стабилноста на линеарните стационарни 

дискретни динамички системи овозможува стабилноста на еден затворен дискретен 

систем со единична повратна врска да се одреди преку особините на фреквентната 

карактеристика на соодветниот отворен систем, која уште се нарекува Најквистова 

крива. За таа цел се исцртува фреквентната карактеристика на отворениот систем за 

набљудуваниот затворен систем и, доколку отворениот систем има астатизам од некој 

ред q , таа се дополнува со соодветниот лак на астатизам. Овој лак почнува на 

позитивниот дел од реалната оска доколку     011 CB , односно на негативниот дел од 

реалната оска доколку     011 CB , завршува на фреквентната карактеристика од 

отворениот систем, има бесконечно голем радиус и му одговара централен агол од 

radq
2


 . Притоа,  zB  е броителот, а  zC  е именителот на преносната функција од 

отворениот систем со ред на астатизам q : 

 

(4.15)    
 

   
,...2,1   ; 

1
0 


 q

zCz

zB
zG

q
   

 

Тогаш, набљудуваниот затворен дискретен систем ќе биде стабилен, доколку е исполнет 

условот: 

 

(4.16)      



0

2
0

arg
0

pjF 


 

 

каде што: 

 

(4.17)       jGjF 01    

 

а 0p  е бројот полови на отворениот систем со модул поголем од единица. 

 

Сите познати критериуми за испитување на стабилноста на линеарните стационарни 

континуални динамички системи можат да се применат за испитување на стабилноста 

на линеарните стационарни дискретни динамички системи, ако се примени тн. 

билинеарна трансформација: 

 

(4.18)   
1

1






s

s
z  

 

Со помош на оваа трансформација се врши пресликување од z  во s  комплексната 

рамнина: 
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(4.19)    
 

 ns

sb

s

s
aza

11

1















  

 

па, наместо полиномот  za , се испитува полиномот  sb . Тогаш, набљудуваниот 

дискретен систем ќе биде стабилен, доколку полиномот  sb  е Хурвицов s полином, 

односно сите негови нули имаат негативен реален дел. Имено, ако  za  е Хурвицов z

полином, тогаш  sb  сигурно ќе биде Хурвицов s полином и обратно. Наместо 

билинеарната трансформација (4.18), може да се користи и билинеарната 

трансформација: 

 

(4.20)   
s

s
z






1

1
 

 

Кога сите параметри на испитуваниот дискретен систем се определени и познати, со 

секој од дадените критериуми може да се одговори на прашањето дали тој систем е 

стабилен или не. Меѓутоа, кога барем еден од параметрите на испитуваниот дискретен 

систем е непознат или променлив, споменатите критериуми овозможуваат да се 

определи тн. параметарска област на стабилност на набљудуваниот дискретен 

систем. Точките од таа област ги претставуваат можните вредности на неопределените 

параметри на системот, за кои системот ќе биде стабилен. За вредности на 

неопределените или променливи параметри на системот надвор од оваа област, 

системот ќе биде сигурно нестабилен, додека за вредности на границите од 

параметарската област на стабилност, системот ќе биде на границата на стабилност. 
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Задача 4.1.  Да се испита стабилноста на дискретниот систем со еден влез  kTy  и два 

излеза  kTx1
 и  kTx2

, чија што структурна блок-шема е прикажана на Слика 4.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                                                           

             

                                                                       

                                                                                      
 Структурна блок-шема на системот од Задача 4.1 

Решение: Нека: 

(4.21)    
z

zG
1

1   

(4.22)    
2

2



z

z
zG  

(4.23)    
13

1

23





zz

z
zG  

Тогаш: 

 

(4.24)    )()()()()()()()( 2112311 zXzGzXzGzYzGzGzX   

             )()()()()()()()( 2112322 zXzGzXzGzYzGzGzX           

(4.25)     )()()()()()()()()()(1 3123
2
11321 zYzGzGzXzGzGzXzGzGzG   

              )()()()()()()(1)()()( 32232113
2
2 zYzGzGzXzGzGzGzXzGzG   

 

Карактеристичниот полином  za  на дискретниот систем од Слика 4.1 претставува 

броител на дробно-рационалниот израз: 

 

(4.26)   
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                 )()()(21 321 zGzGzG  
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  )(
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13)2(

55

2

23

zb

za

zzz

zzz





  

 

и лесно може да се утврди дека тој не претставува Хурвицов z полином. Имено: 

 

(4.27)        zazzzzzzzza ~5555 223   

 

а полиномот: 

 

(4.28)       21021
2

0
2 55~ zzzzaazazazzza   

 

не го задоволува ни нужниот услов 02 aa   за да биде Хурвицов z полином. Оттука, 

набљудуваниот дискретен систем од Слика 4.1 сигурно не е стабилен. Навистина, ако се 

одредат неговите полови, кои претставуваат нули на полиномот  za  

 

(4.29)    00 z  

              
2

55
2,1


z  

              

се заклучува дека половите 1z  и 2z  не лежат во во внатрешноста од единичниот круг 

z1 во z комплексната рамнина, што е потребен и доволен услов системот од Слика 

4.1 да биде стабилен. 

 

Задача 4.2. Да се испита стабилноста на дискретниот систем со еден влез  kTy  и два 

излеза  kTx1  и   kTx2 , чија што структурна блок-шема е прикажана на Слика 4.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                                                           

             

                                                                       

                

                                                                             

                                                                                      
 Структурна блок-шема на системот од Задача 4.2 

 zG2

 

 zG3

 

 zG1

 

 kTy

 

 kTx1  

 kTx2
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Решение: Од структурната блок-шема на Слика 4.2 непосредно произлегува: 

 

(4.30)    )()()()()()()()( 2112311 zXzGzXzGzYzGzGzX   

               )()()()()()()()( 2112322 zXzGzXzGzYzGzGzX           

 

а оттука, со мало средување, се добива следниот систем од две равенки по непознатите 

 zX1  и  zX2 : 

 

(4.31)         )()()()()()()()()()(1 3123
2
11321 zYzGzGzXzGzGzXzGzGzG   

                     )()()()()()()(1)()()( 32232113
2
2 zYzGzGzXzGzGzGzXzGzG   

 

Карактеристичниот полином  za  на дискретниот систем од Слика 4.2 претставува 

броител на дробно-рационалниот израз: 

 

(4.32)   
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Оттука, со проверка, лесно може да се заклучи дека набљудуваниот систем од Слика 4.2 

не ги задоволува ни нужните услови за стабилност. Имено, слободниот член 3a  на 

полиномот  za  е поголем од коефициентот 0a  пред највисокиот степен на 

комплексната променлива z : 

 

(4.33)   14 03  aa  

 

па, следствено, набљудуваниот дискретен систем сигурно не е стабилен. 

 

Задача 4.3. Даден е дискретниот систем од Слика 4.3. Со помош на критериумот на Jury 

да се испита стабилноста на овој систем, ако: 
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 Структурна блок-шема на системот од задачата 4.3 

 

Решение: Карактеристичниот полином на набљудуваниот систем е броител во долниот 

дробно-рационален израз: 
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Неговата проверка според критериумот на Jury е прикажана во Таблица 4.2. 

 

Таблица 4.2.Проверка на стабилноста на системот од Слика 4.3 според 

критериумот на Jury 

      
1 12 -19 8 1 -1 

2        -1 1 8 -19 12 

3      143 -227 104 -7  

4        -7 104 -227 143  

5 20400 ....... 13283   

 

Со оглед на тоа дека се исполнети сите потребни и доволни услови, може да се заклучи 

дека набљудуваниот систем е стабилен: 

 

(4.36)     0111819121 a  

(4.37)       037118191211
4

 a  

 kTy

 

 kTx1  

 kTx2
 

 zG3

 

 zG1  

 zG2
 

 zG3

 

 zG2
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(4.38)   112   

(4.39)   7143   

(4.40)   1328320400   

 

Задача 4.4. Да се определи дискретната преносна функција  
 
 zY

zX
zG   на затворениот 

систем од Слика 4.4 и, потоа, со помош на критериумот на Jury за иследување на 

стабилноста на линеарните дискретни системи, да се испита неговата стабилност ако: 

 

(4.41)
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(4.42)
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sG  

(4.43)
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(4.44)
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(Упатство: да се усвои дека 3.01 e , 1.02 e , 010 e  и sT 1 .) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  Илустрација кон Задача 4.4 

   

Решение: Со помош на правилата на алгебрата на блок-шемите и правилата за 

дискретно еквивалентирање континуални системи, од горната блок-шема непосредно 

следува дека бараната дискретна преносна функција на зададениот затворен систем е од 

облик: 

 

(4.45)    
   

     zGGGzGGzGG

zGGzGG
zG

3202010

2010

1 
  

 

каде што  zGG 10 ,  zGG 20  и  zGGG 320  се следните дискретни преносни функции: 

 sE2

 

 sE1  

 sX

 
 sY

 
 sG0

 

 sG1   sG0

 

 sG2

 

 sG3  
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(4.47)          
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Тогаш, со воведување на изразите (4.46), (4.47) и (4.48) во (4.45), за дискретната 

преносна функција  zG  се добива следниот конкретен израз: 

 

(4.49)     
 

0075.056.04125.0525.0

36.027.0
234 




zzzz

zz
zG  

 

чиј именител претставува карактеристичен полином на набљудуваниот дискретен 

систем: 

(4.50)     0075.034625.0375.0525.0 234  zzzzza  

 

Полиномот (4.50) ги исполнува неопходните услови да биде Хурвицов z полином: 
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(4.51)      4525.0 1  na  

                
 

6
2

1
4125.0 2 




nn
a  

                       456.0 3  na  

                   10075.0 4  a  

 

па, може да се проследи со постапката за испитување на доволните услови за стабилност 

на системот (4.49). За таа цел, во согласност со постапката на Jury, се формира Таблицата 

4.3 од каде, со проверка, лесно се заклучува дека системот (4.49) е стабилен, зошто ги 

исполнува сите потребни и доволни услови за стабилност според критериумот на Jury: 

 

(4.52)     0197.11 a  

                05545.111
4

 a  

            0075.01 40  aa  

            3466.01 30  bb  

            5568.01 20  cc  

 

Таблица 4.3.Таблица за проверка на стабилноста на дискретниот систем (4.49) 

според критериумот на Jury 

 

      
1  01 a   1525.0 a   20.375 a    34625.0 3a   400075.0 a  

2 0.00075 0.34625 0.375 -0.525 1 

3   1 0b   15253.0 b   20.3747 b   33466.0 b   

4 0.3466 0.3747 -0.5253 1  

5  08799.0 c   16552.0 c-    25568.0 c    

 

 

Задача 4.5.  Со помош на критериумот на Jury да се испита стабилноста на затворениот 

дискретен систем од долната слика, ако .1sT   и: 
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 Илустрација кон Задача 4.5 

 

 Решение: Со примена на правилата на алгебрата на блок-шемите и правилата за 

дискретно еквивалентирање континуални системи, за дискретната преносна функција 

 
 
 zY

zX
zG   на набљудуваниот затворен систем од Слика 4.5 се добива: 
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Притоа: 
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Со проверка според критериумот на Jury, се покажува дека карактеристичниот полином 

 za : 

 

(4.60)      zzzzza 4642 234  

 

на набљудуваниот затворен дискретен систем од Слика 4.5 не е Хурвицов z полином:  

 

(4.61)     01146421 a  

                 0171464211
4

 a  

              
12   

             30 43 bb   

             20 27 cc   

 

бидејќи не е исполнет условот: 

 

(4.62)   30 bb   

 

 

Таблица 4.4. Проверка на стабилноста на системот од Слика 4.5 според Jury 

 

      
1 2 -4 6 -4 1 

2 1 -4 6 -4 2 

3 3 -4 6 -4  

4 -4 6 -4 3  

5 -7 12 2   

 

 

Задача 4.6. Со помош на критериумот на I.E. Jury да се испита стабилноста на 

затворениот дискретен систем од Слика 4.6, ако: 
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  Илустрација кон Задача 4.6 

 

Решение: Дискретната преносна функција на затворениот систем од Слика 4.6 е (да се 

види Задача 3.4): 

 

(4.66)   
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Ако во (4.66) се воведат конкретните изрази за дискретните преносни функции 

    sGZzG 11  ,     sGZzG 22   и     sGZzG 33  : 
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за карактеристичниот полином  za  ќе се добие: 
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 sG3  
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(4.70)   
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Со проверка според критериумот на I.E. Jury, се заклучува дека полиномот (4.71) е 

Хурвицов z полином, што значи дека набљудуваниот дискретен систем е стабилен. 

 

Таблица 4.5. Проверка на стабилноста на системот од Слика 4.6 според Jury 

     
1 32 -26 8 -1 

2 -1 8 -26 32 

3 1023 -824 230  

 

 

(4.71)     0131826321 a  

                 018263211
3

 a  

             
132   

            
2301023   

 

Задача 4.7. Со помош на билинеарната трансформација: 

 

(4.72)   
s

s
z






1

1
 

 

да се испита стабилноста на затворениот дискретен систем од Слика 4.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 Илустрација кон Задача 4.7 
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Решение: Од блок-шемата на Слика 4.7 непосредно следуваат релациите: 

 

(4.73)        sUsGsX  2  

(4.74)          sEsGsGsU  30  

(4.75)                  sUsGsGsYsXsGsYsE  211  

 

кои во просторот на   
* сликите добиваат облик: 

 

(4.76)        sUsGsX   2  

(4.77)        sEsGGsU   30  

(4.78)          sUsGGsYsE   21     

 

Оттука, со решавање на горниот систем равенки по сликите  sE
 и  sX 

 се добива: 
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1
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а за смената: 

 

(4.81)   sTez   

 

изразот (4.80) станува: 
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За конкретните вредности (4.83) - (4.85), карактеристичниот полином  za  на 

набљудуваниот дискретен систем од Слика 4.7, со дискретна преносна функција  zG : 

 

(4.86)    
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zGzG
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zX
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32
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е полиномот: 

 

(4.87)     32
2

1
3

0
23 172016 azazazazzzza   

 

и тој ќе биде Хурвицов z полином, односно сите негови нули ќе лежат во 

внатрешноста на единичниот круг 1z  во z комплексната рамнина, ако и само ако 

полиномот  sb , кој се добива со воведување на смената (4.72) во (4.87): 
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bsbsbsb







  

 

е Хурвицов s полином, односно сите негови нули лежат во левата полурамнина од s

комплексната рамнина, што може да се провери со некој од критериумите за испитување 

стабилност на линеарните континуални системи. Така, со примена на Рут-Шуровиот 

критериум се добива Таблица 4.6: 

 

Таблица 4.6. Проверка на стабилноста на еден континуален систем со 

карактеристичен полином  sb  од 3. степен според  Рут-Шур 

   

                                                                                        

   0123                                                         bbbb            
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3
3                                    b

b

b
b                                         

2

3
1

b

b
c      

 

                        2b           0
2

3
1 b

b

b
b              0b  

 

 

Од неа се гледа дека полиномот  sb  ги исполнува потребните и доволни услови да биде 

Хурвицов s полином: 

 

(4.89)        04417201632100  aaaab  

                            05872011633 21301  aaaab  

                             02472011633 21302  aaaab  

                    0217201632103  aaaab  

                   0130424424583021  bbbb
 

 

Задача 4.8. Со помош на правилата на алгебрата на блок-шемите и правилата за 

дискретно еквивалентирање континуални системи, да се упрости структурната блок-

шема од Слика 4.8 и да се определи Z  сликата  zX  на одѕивот  tx  на набљудуваниот 

систем со влез  ty . Потоа, со помош на билинеарната трансформација 
1

1






s

s
z  , да се 

испита стабилноста на системот, доколку: 

(4.90)      
s

e
sGsG
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1
41  
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 Илустрација кон Задача 4.8 

 

Решение: Со примена на правилата за дискретно еквивалентирање континуални 

сигнали, шемата од Слика 4.8 може да се трансформира како на Слика 4.9. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 Еквивалентна шема со шемата од Слика 4.8 

 

 

Аналогно се трансформира и шемата од Слика 4.9, па, за еквивалентната дискретна 

преносна функција  
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каде што: 
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Преносната функција (4.95) има еден прост позитивен реален пол во 1z  и три пола во 

внатрешноста на единичниот круг 1z  во z комплексната рамнина, бидејќи 

проверката со постапката на билинеарната трансформација 
1

1






s

s
z  покажува дека 

полиномот: 

 

(4.100)     01
2

2
3

3
23 131024~ azazazazzzza   

 

е Хурвицов z полином: 

 

(4.141)   01613102401233  aaaab  

               07633107233 01232  aaaab  

                06233107233 01231  aaaab  

               03813102401230  aaaab  

               0163862763021  bbbb  

 

Следствено, набљудуваниот затворен систем од задачата е на границата на стабилност.  

 

Задача 4.9. Со примена на правилата за дискретно еквивалентирање континуални 

системи, да се определи дискретната преносна функција  
 
 zY

zX
zG   и Z сликата 

 zX  на одзивот  tx  на затворениот систем од Слика 4.10. Потоа, со примена на 
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билинеарната трансформација (4.20) да се испита стабилноста на овој систем, ако 

неговата дискретна преносна функција е од облик: 
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 Илустрација кон Задача 4.9 

 

Решение: Од Слика 4.10 непосредно следува: 
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*
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а со смената sTez   стануваат следните равенки: 
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Бараната  Z сликата  zX  се добива како решение на системот равенки (4.108) - 

(4.110):  

 

(4.111)                  zEzGGzYzGzEzGGzE 25451322  

                       
                    zEzGGzYzGzEzGzYzGzGG 254524132  

                       
                     zEzGGzYzGzEzGzGGzYzGGzG 25452432321  

                       
                  zEzGGzGzGGzYzGzGGzG 2544325321  

(4.112)    
     

     
 zY

zGGzGzGG

zGzGGzG
zE

54432

5321
2

1 


  

(4.113)          
     

     
 zY

zGGzGzGG

zGzGGzG
zGzEzGzX

54432

5321
424

1 


  

 

Оттука, дискретната преносна функција  
 
 zY

zX
zG   ќе биде: 

 

(4.114)    
 
 

 
     

     zGGzGzGG

zGzGGzG
zG

zY

zX
zG

54432

5321
4

1 


  

 

За  
 
 zY

zX
zG   дефинирана со (4.114), карактеристичната равенка на набљудуваниот 

дискретен систем ќе биде: 

 

(4.115)        zazzzzzzzza ~5.025.05.05.0125.025.05.0 222234   

 

Системот ќе биде стабилен, доколку неговиот карактеристичен полином  za  е 

Хурвицов z полином, меѓутоа, бидејќи точката 0z  припаѓа на единичниот круг 

1z , доволно е да се провери полиномот  za~ . Со смената (4.20), полиномот  za~  се 

трансформира во следниот израз: 

 

(4.116)   





































25.0

1

1
5.0

1

1

1

1~
2

s

s

s

s

s

s
a  

                             
      

 

 

 22

22

1

~

1

125.0115.01

s

sb

s

ssss







  

 

од каде, по мало средување, за полиномот  sb
~

 се добива: 

 

(4.117)           222 25.05.025.05.05.021
~

ssssssb  
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                            75.15.175.025.05.0125.01225.05.01 22  ssss  

 

Полиномот  sb
~

, кој е од втор степен, е сигурно Хурвицов s полином, бидејќи сите 

негови коефициенти се позитивни, па, оттука, со сигурност може да се тврди дека 

полиномот  za~  е Хурвицов z полином. Следствено, набљудуваниот дискретен 

систем  zG

 

е стабилен.  

 

Задача 4.10. Со помош на критериумот на Михаилов, да се испита стабилноста на 

дискретниот систем со карактеристичен полином: 

 

(4.118)     1 zza  

(4.119)     22  zza     

(4.120)     3 zza  

(4.121)     5 zza  

(4.122)     12  zza  

(4.123)     156 2  zzza  

(4.124)     12  zza  

 

Решение: а) Ако во изразот (4.118) за карактеристичниот полином  za  на 

набљудуваниот дискретен систем се воведе смената Tjez  , ќе се добие изразот за 

карактеристичниот вектор на набљудуваниот систем, односно тн. вектор на Михаилов 

 ja : 

 

(4.125)      1sincos1 TjTeja Tj  
    

                         TjT  sin1cos   

 

Реалниот и имагинарниот дел на комплексниот израз (4.125) се: 

 

(4.126)        1cosRe  Tjau   

(4.127)        Tjav  sinIm   

 

и со елиминирање на параметарот   од горните две параметарски равенки се добива 

аналитичкиот израз за соодветната крива на Михаилов за набљудуваниот дискретен 

систем, која претставува геометриско место на точки што ги испишува врвот на 

векторот на Михаилов  ja , кога се движи во комплексната рамнина околу својот 

почеток, при измената на    во интервалот 








T


,0 : 

(4.128)        11 22
  vu  
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Равенката (4.139) претставува равенка на кружница со центар во точката  0,1 j  и 

радиус еднаков на единица. Кривата на Михаилов за набљудуваниот систем, која се црта 

за вредности на   од интервалот 








T


,0 , лежи на кружницата (4.128), а нејзиниот 

конкретен тек се одредува врз основа на (4.126) и (4.127), од каде што непосредно 

следува дека во конкретниот случај таа почнува за 0  во точката       0,00,0 jjvu 

: 

 

(4.129)          01110cos0Re0  jau  

(4.130)          00sin0Im0  jav  

 

завршува за 
T


   во точката  0,2, j

T
jv

T
u 























 
: 

 

(4.131)     2111cosRe 




























T
ja

T
u  

(4.132)     0sinIm 




























T
ja

T
v  

 

и нема пресеци со координатните оски во комплексната рамнина. Имено, од сите можни 

решенија на системот равенки: 

 

(4.133)     0u  

                 0v  

 

со кој се одредуваат пресеците на кривата (4.128) со координатните оски:  

 

(4.134)     ,...2,1,0;
2

21cos01cos  l
T

l
lTTTu


  

               ,...2,1,0;0sin  l
T

l
lTTv


  

за набљудуваниот интервал вредности на параметарот  , 









T


 ,0 , од интерес се 

само решенијата што се добиваат за 0l , а тие ја одредуваат почетната и крајната точка 

на бараната крива на Михаилов, која е прикажана на Слика 4.11. 

 

Врз основа на текот на кривата на Михаилов од Слика 4.11, која започнува од 

координатниот почеток, може да се заклучи дека набљудуваниот дискретен систем има 

пол во точката 1z  и сигурно не е стабилен, зошто неговиот карактеристичен вектор 

не го задоволува условот од критериумот на Михаилов: 
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(4.135)   









T
ja


 ,00  

 

Бидејќи во примерот се работи за систем од прв ред, следува дека полот во точката 1z  

е прост (еднократен), што значи дека системот е на границата на стабилност. 

 

 
 Графички приказ на кривата на Михаилов за системот (4.118) 

 

   

б) Карактеристичниот вектор  ja  на дискретниот систем со карактеристичен полином 

(4.119) е даден со комплексниот израз: 

 

(4.136)       TjTTjTeja Tj   sin21cos22sin2cos222   

 

па, неговиот реален и имагинарен дел се: 

 

(4.137)        2cos2Re  Tjau   

(4.138)        Tjav  sin2Im   

 

Оттука, равенката на соодветната карактеристична крива за набљудуваниот дискретен 

систем ќе биде опишана со следниот аналитички израз: 

 

(4.139)        42 22
  vu  
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кој претставува равенка на кружница со центар во точката  0,2 j   и радиус еднаков на 

два. Кривата на Михаилов за набљудуваниот систем, која се црта за вредности на   од 

интервалот 








T


,0 , лежи на кружницата (4.139), а нејзиниот конкретен тек се одредува 

врз основа на (4.139) и (4.138), и е прикажан на Слика 4.12. Таа почнува за 0  во 

точката       0,00,0 jjvu  : 

 

(4.140)        02220cos20Re0  jau  

(4.141)        00sin20Im0  jav  

 

завршува за 
T


   во точката  0,4, j

T
jv

T
u 























 
: 

 

(4.142)   4222cos2Re 




























T
ja

T
u  

(4.143)   0sin2Im 




























T
ja

T
v  

 

и нема пресеци со координатните оски во комплексната рамнина. Имено, решенијата на 

системот равенки: 

 

(4.144)       lTTTu 21cos02cos2  

                   ,...2,1,0;
2

                                  l
T

l
  

               ,...2,1,0;0sin2  l
T

l
lTTv


  

 

кои се добиваат за 0l  и кои ги одредуваат пресеците на кривата (4.139) со 

координатните оски, за набљудуваниот интервал вредности на параметарот  , 











T


 ,0 , ги претставуваат само граничните точки на бараната крива на Михаилов.  

Текот на кривата на Михаилов од Слика 4.12 зборува дека набљудуваниот дискретен 

систем сигурно не е стабилен, бидејќи неговата карактеристична крива минува низ 

координатниот почеток на комплексната рамнина во која е претставена, што значи дека 

системот има пол во точката 1z . Систем што не е стабилен заради пол во точката 

1z , во општ случај може да биде или нестабилен или на границата на стабилност, што 

зависи од кратноста на тој пол. Меѓутоа, во конкретниот случај се работи за систем од 

прв ред, што значи дека 1z  е негов единствен пол, па, следствено, набљудуваниот 

систем и во овој пример е на границата на стабилност. Ако се споредат кривите од Слика 

4.11 и Слика 4.12, лесно може да се забележи дека се слични, со тоа што сите точки од 
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кривата на сл.4.13 имаат двапати поголеми координати. Ова е разбирливо, бидејќи 

полиномот (4.119) има иста нула со полиномот (4.118), но двапати поголеми 

коефициенти.  

 
 Графички приказ на кривата на Михаилов за системот (4.119) 

 

 

в) Комплексниот израз за векторот на Михаилов  ja  за дискретниот систем со 

карактеристичен полином (4.120) е: 

 

(4.145)       TjTTjTeja Tj   sin3cos3sincos3   

 

а неговата карактеристична крива аналитички е одредена со параметарските равенки на 

реалниот и имагинарниот дел од изразот (4.145): 

 

(4.146)        3cosRe  Tjau   

(4.147)        Tjav  sinIm   

 

Со елиминирање на параметарот   од горните две равенки, се добива равенка на 

кружница со центар во точката  0,3 j  и радиус еднаков на единица: 

 

(4.148)        13 22
  vu  
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Кривата на Михаилов за набљудуваниот дискретен систем, која претставува ходограф 

на векторот на Михаилов (4.145) за вредности на   од интервалот 









T


 ,0 , лежи на 

кривата (4.148). Таа почнува во точката  0,2 j : 

 

(4.149)        23130cos0Re0  jau  

(4.150)        00sin0Im0  jav  

 

завршува за 
T


   во точката  0,4, j

T
jv

T
u 























 
: 

 

(4.151)   4313cosRe 




























T
ja

T
u  

(4.152)   0sinIm 




























T
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T
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 Графички приказ на кривата на Михаилов за системот зададен со (4.131) 
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и нема пресеци со координатните оски во комплексната рамнина, бидејќи системот 

равенки: 

(4.153)     03cos  Tu   

                 0sin  Tv   

 

не дава такви решенија. 

 

Текот на кривата на Михаилов од Слика 4.13 за системот со карактеристичен полином 

(4.120) покажува дека тој систем е сигурно нестабилен, бидејќи не го задоволува условот 

од изворниот критериум на Михаилов: 

 

(4.154)      




nja

T





arg

0

 

 

Имено, во конкретниот случај: 

 

(4.155)      








0arg

0

ja

T

   

 

г) Карактеристичниот вектор на системот со карактеристичен полином (4.121) е даден 

со изразот: 

 

(4.156)      5sincos5 TjTeja Tj  
 

                           TjT  sin5cos   

 

а неговиот реален и имагинарен дел се: 

 

(4.157)     5cos  Tu     

                 Tv  sin  

Ходографот на овој вектор за вредности на   од интервалот 









T


 ,0 , односно 

соодветната крива на Михаилов за набљудуваниот дискретен систем, лежи на 

кружницата: 

 

(4.158)        15 22
  vu  

 

претставува полукружница со центар во точката  0,5 j  и радиус еднаков на единица и 

графички е прикажан на Слика 4.14. Од неа, со проверка, лесно се утврдува дека 

набљудуваниот систем сигурно е нестабилен, бидејќи: 
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0arg

0

ja

T

 

 
 Графички приказ на кривата на Михаилов за системот зададен со (4.121) 

 

д) Системот со карактеристичен полином (4.122) има карактеристичен вектор: 

 

(4.159)        1sincos212 TjTeja Tj  
 

                         TjT  sin21cos2   

 

чиј реален и имагинарен дел се: 

 

(4.160)     1cos2  Tu   

                 Tv  sin2  

 

Неговата карактеристична крива, која се добива како ходограф на карактеристичниот 

вектор (4.160) за вредности на   од интервалот 









T


 ,0 , претставува полукружница 

со центар во точката       0,10,0 jjvu   и радиус еднаков на два и лежи на 

кружницата: 

 

(4.161)        41 22
  vu     

 

Таа почнува за 0  во точката       0,10,0 jjvu  : 

 

(4.162)        11210cos20Re0  jau  
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(4.163)        00sin0Im0  jav  

 

и завршува за 
T


   во точката  0,3, j

T
jv

T
u 























 
: 

(4.164)   3121cos2Re 




























T
ja

T
u  

(4.165)   0sinIm 




























T
ja

T
v  

 

Оваа крива графички е прикажана на Слика 4.15 и од неа, со проверка, се утврдува дека 

набљудуваниот дискретен систем од примерот е сигурно стабилен, бидејќи кривата ги 

задоволува сите неопходни и доволни услови од критериумот на Михаилов:  

 

 таа почнува во конечна точка на позитивниот дел од реалната оска 

 завршува во конечна точка на негативниот дел од реалната оска (за систем со 

непарен ред) 

 се одвива во позитивна насока, т.е. насока спротивна од насоката на движење на 

стрелките од часовникот 

 за ниедна вредност на   не минува низ координатниот почеток од комплексната 

рамнина 

 и аргументот на векторот на Михаилов монотоно расте од вредност 0 до крајната 

вредност  . 

  

 
 Графички приказ на кривата на Михаилов за системот даден со (4.122) 

 

Споменатите услови можат да се опишат и аналитички: 
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(4.166)       00   ,00  vu  

(4.167)       ,0ja   

(4.168)    








ja

T

arg

0

 

 

ѓ) Карактеристичниот вектор на дискретниот систем со карактеристичен полином 

(4.123) е: 

 

(4.169)         1sincos52sin2cos6156 2  TjTTjTeeja TjTj  
 

 

а неговиот реален и имагинарен дел се дадени со изразите: 

 

(4.170)     5cos5cos121cos52cos6 2  TTTTu   

 
                5cos12sinsin52sin6  TTTTv   

 

Сите карактеристични точки од карактеристичната крива на набљудуваниот дискретен 

систем се одредени со решенијата на долниот систем равенки за вредности на   од 

интервалот 









T


 ,0 :  

 

(4.171)     05cos5cos12 2  TTu   

                  05cos12sin  TTv   
 

Овие решенија за првата равенка од системот (4.172) се: 

 

(4.172)   8866.0cos 1 T            односно      
0

1 55.27T  

(4.173)   4699.0cos 3 T          односно     0
3 03.118T  

 

додека за втората равенка решенијата се: 

 

(4.174)   0sin 0 T                    односно      00 T  

(4.175)   
12

5
cos 2 T                 односно      

0
2 38.65T  

(4.176)   0sin 4 T                    односно       T4  

 

Притоа важи: 

(4.177)     






















































TTTT


 4
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03.11838.6555.27
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Добиените решенија ги дефинираат: 

 

 почетокот на карактеристичната крива 

 

(4.178)              0,20,0, 00 jjvujvu   

 

 првиот нејзин пресек со имагинарната оска 

 

(4.179)         6.2,0
55.27

,
55.27

,
00

11 j
T

jv
T

ujvu 









































  

 

 единствениот пресек со реалната оска 

 

(4.180)         0,5
38.65

,
38.65

,
00

22 j
T

jv
T

ujvu 









































  

 

 вториот пресек со имагинарната оска 

 

(4.181)          4.9,0
03.118

,
03.118

,
00

33 j
T

jv
T

ujvu 









































  

 завршетокот на карактеристичната крива 

 

(4.182)          0,12,, 44 j
T

jv
T

ujvu 


























  

 
 Графички приказ на кривата на Михаилов за дискретниот систем (4.123)  
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Карактеристичната крива графички е прикажана на Слика 4.16. Од неа, со проверка, 

може да се утврди дека набљудуваниот дискретен систем сигурно е стабилен, зошто ги 

исполнува сите потребни и доволни услови според критериумот на Михаилов за 

иследување на стабилноста на линеарните дискретни системи. Имено, кривата почнува 

во конечна точка на позитивниот дел од реалната оска, се одвива во позитивна насока, 

наизменично ги сече координатните оски, не минувајќи низ координатниот почеток за 

ниедна вредност на параметарот   и завршува повторно во конечна точка на 

позитивниот дел од реалната оска. Едновремено, аргументот на векторот на Михаилов 

монотоно расте од вредност 0 до вредност 2 : 

 

(4.183)      




2arg

0





ja

T

 

 

e) Системот со карактеристичен полином (4.124) има карактеристичен вектор од облик: 

 

(4.184)       TjTTjTeja Tj   2sin12cos12sin2cos12   

 

чиј реален и имагинарен дел се дадени со изразите: 

 

(4.185)     12cos  Tu   

(4.186)     Tv  2sin  

 

Карактеристичната крива на набљудуваниот систем е прикажана на Слика 4.17. Таа 

лежи на кружницата: 

 

(4.187)        11 22
  vu  

 

почнува за 0  во точката       0,20,0 jjvu  : 

 

(4.188)        210cos0Re0  jau  

 

(4.189)        00sin0Im0  jav  

 

се одвива во позитивна насока и завршува во точката  0,2, j
T

jv
T

u 






















 
: 

(4.190)   21112cosRe 




























T
ja

T
u  

(4.191)   0sinIm 
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Врз основа на текот на кривата на Михаилов од Слика 4.17 може да се заклучи дека 

набљудуваниот дискретен систем сигурно не е стабилен, зошто не го задоволува 

вториот услов од изворниот критериум на Михаилов за стабилност на линеарните 

дискретни системи (4.8), според кој карактеристичната крива на стабилен систем за 

ниедна вредност на 
 
не смее да минува низ координатниот почеток од комплексната 

рамнина во која е прикажана. 

 

 
 Графички приказ на карактеристичната крива на дискретниот систем со  

               карактеристичен полином од облик (4.124) 

 

Задача 4.11. Со помош на критериумот на Михаилов да се испита стабилноста на 

затворениот дискретен систем,чиј карактеристичен полином има облик: 

 

(4.192)     123  zzzza  

 

Решение: Набљудуваниот систем од задачата има карактеристичен вектор од облик: 

 

(4.193)      TTeeeja TjTjTj   2cos3cos123
 

                          TTTjT  sin2sin3sin1cos  

 

чиј реален и имагинарен дел се: 

                         

(4.194)            1cos2cos3cos TTTu   
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                                 1cossincos2cos 22 TTTTT   

                                     TTTTTT  22 sincossin2sincos2cos  

                              TTTT  cossincos1cos 22
 

                                  1cos1cos2sincossin2 2 TTTTT   

                                    TTTTTT  coscos2cossin2cos1cos2 222
 

                                   TTTTTT  coscos2coscos12coscos2 223
 

                                TTTT  233 cos2cos2cos2cos2  

                                 1coscos2cos2cos2cos2cos4 223  TTTTTT   

 

(4.195)        )sin()2sin(3sin TTTv   

                          )sin()cos()sin(22sin TTTTT   

                          ]cos21)[sin()sin()2cos()cos()2sin( TTTTTT   

                           )sin()](sin[cos)(cos)sin(2 222 TTTTT   

                          ]cos1)[sin( TT   

                            ]cos21)[sin()sin(]1cos2[)(cos)sin(2 22 TTTTTT   

                          )]cos(21)[sin(]1cos4)[sin( 2 TTTT   

                          )]cos(2cos4)[sin( 2 TTT   

                         ]1cos2)[cos()sin(2  TTT   

 

Равенката (4.195) во интервалот 









T


 ,0  ги има следните решенија: 

 

(4.196)   1cos 1 T         односно       01 T  

              0cos 3 T           односно       
2

3


 T  

 

         5.0cos 5 T      односно      
3

2
5


 T  

 

додека равенката (4.196) на истиот интервал има решенија: 

 

(4.197)   0sin 6,0 T       односно      00 T    i   T6  

              0cos 2 T          односно     
3

2


 T  

              0cos 4 T          односно      
2

4


 T     
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и тие решенија ги дефинираат пресеците на карактеристичната крива од Слика 4.18 со 

реалната оска: 

 

(4.198)         0,0, 00 jjvu   

                     0,1, 22 jjvu   

                     0,0, 44 jjvu   

                     0,4, 66 jjvu   

 

и нејзините пресеци со имагинарната оска од комплексната рамнина во која е 

прикажана: 

 

(4.199)         0,0, 11 jjvu   

                    0,0, 33 jjvu   

                    3,0, 55 jjvu 
 

 

Врз основа на текот на кривата на Михаилов за набљудуваниот дискретен систем со 

карактеристичен полином (4.194), може да се заклучи дека овој систем сигурно не е 

стабилен, зошто неговата карактеристична крива двапати минува низ координатниот 

почеток од комплексната рамнина во која е прикажана и не ги сече наизменично 

координатните оски. 

 

 
 Ходограф на векторот (4.194) 
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Задача 4.12. Со помош на критериумот на Михаилов, да се испита стабилноста на 

дискретниот систем, чиј карактеристичен полином е од облик: 

 

(4.200)     1 zza  

(4.201)     122 23  zzzza  

(4.202)     1224 23  zzzza  

 

Решение: а) Карактеристичниот вектор на системот со карактеристичен полином 

(4.201) е: 

 

(4.203)     TjTTjTeja Tj   sin1cos1sincos1   

 

а неговиот реален и имагинарен дел се дадени со изразите: 

 

(4.204)        1cosRe  Tjau   

                   Tjav  sinIm   

 

Карактеристичната крива на овој систем  лежи на кружница со центар во точката  0,1 j  

и радиус еднаков на единица, опишан со аналитичкиот израз: 

 

(4.205)        11 22
  vu  

 

Текот на карактеристичната крива се одредува со помош на равенките (4.205) за 

вредности на   во интервалот 








T


,0  и истата е прикажана на Слика 4.19.  

 
Кривата на Михаилов за системот со карактеристичен полином (4.201) 
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Врз основа на изгледот на оваа крива може да се заклучи дека набљудуваниот дискретен 

систем сигурно не е стабилен, зошто кривата завршува во координатниот почеток од 

комплексната рамнина во која е претставена, а со тоа е нарушен вториот услов од 

изворниот критериум на Михаилов (4.8). Ова воедно значи дека системот има пол во 
z комплексната рамнина со модул еднаков на единица. Во општ случај, дискретен 

систем што не е стабилен, може да биде или нестабилен или на границата на стабилност, 

што зависи од положбата на неговите полови во  z комплексната рамнина во однос на 

единичниот круг 1z  и нивната кратност. Меѓутоа, овде конкретно се работи за систем 

од прв ред, па следува дека тој има единствен пол со модул еднаков на единица, што 

значи дека системот е на границата на стабилност. 
 

б) Векторот на Михаилов  ja  за дискретниот систем со карактеристичен полином 

(4.202) е даден со изразот: 

 

(4.206)      122 23 TjTjTj eeeja   

                            TjTTjT  2sin2cos3sin3cos2  

                           1sincos2 TjT   

                         1cos22cos3cos2 TTT   

                         TTTj  sin22sin3sin2   

 

додека неговиот реален и имагинарен дел се одредени со изразите: 

 

(4.207)      1cos22cos3cos2 TTTu   

                           1cos2sincos2cos2 22 TTTTT   

                           1cos21cos2sin2sincos2cos2 2 TTTTTT   

                                    TTTTTT  sincossin22cossincos2 22  

                       1cos21cos2 2 TT   

                         TTTTTT  cos2cos2cossin4cos1cos22 222  

                         TTTT  coscos14cos2cos4 23  

                       TT  cos2cos2 2  

                       TTTTTT  cos2cos2cos4cos4cos2cos4 233  

                       TTT  cos4cos2cos8 23  

                       2coscos4cos2 2  TTT   

 

(4.208)      )sin(2)2sin()3sin(2 TTTv   

                         )sin(2)cos()sin(22sin2 TTTTT   

                       )sin(2)cos()sin(2)]sin()2cos()cos()2[sin(2 TTTTTTT   

                         )(cossin4 2 TT   

                         ]cos1)[sin(2sin)](sin)([cos2 22 TTTTT   
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                         TTTTT  sin)]cos()([cos2)(cossin6 22
  

                         ]1)cos(4)[cos(sin2  TTT   

                        

Оттука, за разни вредности на   во интервалот 








T


,0 , се добиваат одредени точки од 

карактеристичната крива на набљудуваниот систем, прикажана на Слика 4.20.  

 

 
 Кривата на Михаилов за дискретниот систем со карактеристичен полином (4.202) 

 

Кривата започнува за 0  во точката       0,20,0 jjvu  : 

 

(4.209)       22142]2)0cos()0(cos4)[0cos(20 2 u  

                 0]1)0cos(4)[0cos()0sin(20 v  
 

завршува за 
T


   во точката  0,6, j

T
jv

T
u 























 
: 

 

(4.210)       62142]2)cos()(cos4)[cos(2 2  u  

                  0]1cos4)[cos()sin(2  v  

 

и има пресеци со координатните оски од комплексната рамнина во која е прикажана, 

одредени со решенијата на равенките (4.208) - (4.209): 
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(4.211)     :0u           84.0cos 1 T        односно     5.321 T 0 

                                          0cos 3 T             односно     903 T 0 

                                          59.0cos 5 T     односно    4.1265 T 0 

 

(4.212)     :0v           0sin 6,0 T          односно      00 T 0     и  1806 T 0      

                                        25.0cos 2 T             односно     5.752 T 0 

                                        0cos 4 T             односно      904 T 0 

 

Тие пресеци се во точките: 

 

(4.213)         0,2, 00 jjvu  ;                         15.2,0, 11 jjvu   

                     0,1, 22 jjvu                              4433 ,0,0,  jvujjvu   

                     22.3,0, 55 jjvu                       0,6, 66 jjvu   

 

Од текот на оваа крива се гледа дека набљудуваниот дискретен систем со 

карактеристичен полином (4.202) сигурно не е стабилен, бидејќи таа минува низ 

координатниот почеток од комплексната рамнина за една вредност на  . 

 

в) Дискретниот систем со карактеристичен полином (4.203) има карактеристичен вектор 

од облик: 

 

(4.214)      1224 23 TjTjTj eeeja   

                             TjTTjT  2sin2cos23sin3cos4   

                            1sincos2 TjT   

                          1cos22cos23cos4 TTT      

                          TTTj  sin22sin23sin4   

 

чиј реален и имагинарен дел се дадени со аналитичките изрази: 

 

(4.215)      1)cos(2)2cos(2)3cos(4 TTTu   

                         1)cos(2)](sin)([cos22cos4 22 TTTTT   

                       )]sin()2sin()cos()2[cos(4 TTTT   

                       1)cos(2]1)(cos2[2 2 TT   

                       )cos()(sin8)cos()](sin)([cos4 222 TTTTT   

                        

                       1)cos(22)(cos4 2 TT   

                       )cos()](cos1[4)(cos4 23 TTT   

                       1)cos(2)(cos4)cos()](cos1[8 22 TTTT   

                      1)cos(10)(cos4)(cos16 23  TTT   
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(4.216)      TTTv  sin22sin23sin4  

                         TTTTT  sin2cossin42sin4  

                        TTTT  2cossincos2sin4  

                       TTT  sin2cossin4  

                       TTTTT  222 sincossin4cossin8  

                      TTT  sin2cossin4  

                         TTTT  22 sin21sin4sin1sin8  

                      TTT  sin2cossin4  

                      TTTT  cossin4sin16sin14 3  

                       TTT  cos2sin87sin2 2  

                      1cos2cos8sin2 2  TTT   

Решенијата на равенките (4.216) – (4.217) на интервалот 









T


 ,0  се: 

 

(4.217)   87968.0cos 1 T           односно:     0
1 4.28T  

              097718.0cos 3 T         односно:     0
3 4.84T  

              7274.0cos 5 T           односно:     0
5 7.136T  

 

(4.218)   0sin 0 T                      односно:     0
0 0T  

              5.0sin 2 T                    односно:     0
2 60T  

              25.0sin 4 T                односно:     0
4 5.104T  

              0sin 6 T                       односно:     0
6 180T    

 

и тие наполно ја определуваат карактеристичната крива на системот, прикажана на 

Слика 4.21. Од текот на оваа крива се гледа дека набљудуваниот дискретен систем 

сигурно е стабилен по критериумот на Михаилов, бидејќи кривата започнува на 

позитивниот дел од реалната оска во конечна точка       0,30,0 jjvu   , се одвива во 

позитивна насока, наизменично ги сече координатните оски во точките: 

 

(4.219)         3.3,0, 11 jjvu   

                    0,3, 22 jjvu   

                    2.2,0, 33 jjvu   

                    0,3, 44 jjvu      

                    4.6,0, 55 jjvu   

 

завршува во конечна точка на негативниот дел од реалната оска       0,9, 66 jjvu   

, што одговара на случајот за систем од непарен ред, во ниту еден случај не минува низ 

координатниот почеток на комплексната рамнина во која е претставена и вкупната 
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измена на аргументот на векторот  ja , кој монотоно расте во позитивна насока, 

изнесува: 

 

(4.220)      




kja

T





3arg

0

 

 

    

 
 Графички приказ на кривата на Михаилов за дискретниот систем со карактеристичен 

полином (4.214) 

 

 

Задача 4.13. Врз основа на дадената крива на Михаилов од Слика 4.18, да се определат 

половите и карактеристичниот полином на соодветниот затворен дискретен систем од 

трет ред. 

 

Решение: Половите на еден дискретен систем се нули на неговиот карактеристичен 

полином, кој за систем од трет ред има општ облик: 

 

(4.221)        321032
2

1
3

0 zzzzzzaazazazaza   

 

каде што 1z , 2z  и 3z
 
се половите на системот. Карактеристичниот вектор на системот, 

пак, чиј ходограф има изглед како на Слика 4.18, е од облик: 
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(4.222)        3210 zezezeaja TjTjTj     

 

Бидејќи кривата од Слика 4.18 минува низ координатниот почеток за 0 , следува 

дека за набљудуваниот дискретен систем важи: 

 

(4.223)     00 ja  

 

Оттука  и од (4.223) непосредно произлегува дека набљудуваниот дискретен систем има 

еден пол во точката 1z : 

 

(4.224)     01110 321  zzzja  

 

Нека тоа биде, на пример, полот 1z . Во продолжение, кривата од Слика 4.18 минува низ 

координатниот почеток од комплексната рамнина за уште една вредност на  , 
T2


 

, па, за набљудуваниот дискретен систем важи: 

 

(4.225)   0
2










T
ja


 

 

Оттука и од (4.223) непосредно следува дека, на пример: 

 

(4.226)   022
2  zjze

j


 

 

што значи дека системот има еден комплексен пол во точката jz 2 . Меѓутоа, ако 

jz 2  е комплексен пол на системот, тогаш и неговиот коњугирано-комплексен пар 

jz 2 ќе биде исто така пол на системот, што значи дека jz 3 . На овој начин се 

определени сите три полови на набљудуваниот дискретен систем од трет ред, а со тоа е 

определен и неговиот карактеристичен полином со точност до константата 0a . Таа се 

определува од условот  0,4, j
T

jv
T

u 






















 
: 

 

(4.227)      







jejeea

T
ja jjj 

10  

                               441111 00  ajja  

 

и е еднаква на единица, 10 a . Оттука, карактеристичниот полином на набљудуваниот 

дискретен систем ќе биде од облик: 
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(4.228)            1111 232  zzzzzjzjzzza  

 

Задача 4.14. Да се определи квалитативно положбата на половите во z комплексната 

рамнина на затворениот дискретен систем од трет ред кој го задоволува неопходниот 

услов за стабилност, ако неговата карактеристична крива има тек како на Слика 4.20. 

 

Решение:  Карактеристичниот полином на набљудуваниот затворен дискретен систем е 

од облик (4.222), а неговиот карактеристичен вектор е од облик (4.223). Бидејќи 

карактеристичната крива од Слика 4.20  минува низ координатниот почеток само за една 

вредност на фреквенцијата  , некоја c , следува дека: 

(4.229)     03210  zezezeaja
TjTjTj

c
ccc   

односно системот  има комплексен пол во точката 
Tj ce


 со модул еднаков на единица. 

Меѓутоа, ако 
Tj ce


 претставува пол на набљудуваниот систем, тогаш и неговиот 

коњугирано-комплексен пар 
Tj ce


 исто така ќе претставува пол на системот. Останува 

дека третиот пол на системот мора да биде реален, зошто комплексните полови секогаш 

се јавуваат во коњугирано-комплексни парови. Од условот дека: 

(4.230)         30321030 zazzzaaa   

и условот дека системот ги исполнува неопходните услови за стабилност, според кои: 

(4.231)   2
0

2
3 aa   

следува дека единствениот реален пол 3z  на системот лежи во внатрешноста на 

единичниот круг 1z . Следствено, системот има пар коњугирано-комплексни полови 

на кружницата 1z  и еден реален пол во внатрешноста на единичниот круг 1z . 

 

Задача 4.15. Со помош на билинеарната трансформација (4.20) да се определи 

интервалот дозволени вредности на променливиот параметар K , за кои затворениот 

дискретен систем од Слика 4.22 ќе биде стабилен. Да се усвои: .1sT   и 
3

11


e
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  Илустрација кон Задача 4.15 
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Решение: Дискретната преносна функција  zG0  на соодветниот отворен систем за 

набљудуваниот затворен систем од Слика 4.22 е:      

(4.232)    
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1

1
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1
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додека дискретната преносна функција на самиот затворен систем е: 

(4.233)    
 
 zG

zG
zG

0

0

1
  

Оттука, неговиот карактеристичен полином  za  ќе биде: 

(4.234)          1131 zKzzza  

                         143 2 KzKz  

                      21
2

0 azaza   

Условите за стабилност на набљудуваниот затворен дискретен систем, според методот 

на билинеарната трансформација (4.20), се: 

(4.235)   0210  aaa  

              0       20  aa  

              0210  aaa  

од каде што непосредно следуваат ограничувањата: 

(4.236)          0K  

                       08   

                02  K  
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Вториот услов од (4.237) е секогаш исполнет, а првиот и третиот го дефинираат 

интервалот дозволени вредности на променливиот параметар K  од набљудуваниот 

затворен дискретен систем, за кои системот сигурно ќе биде стабилен: 

(4.237)   20  K  

 

Задача 4.16. Да се определи интервалот вредности на параметарот   на дискретниот 

регулатор  zR  во блок-шемата од Слика 4.23, за кои набљудуваниот затворен систем 

на автоматско управување ќе биде стабилен. Под претпоставка, 10  c  и .1sT   

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 Илустрација кон Задача 4.16 

 

Решение: Карактеристичниот полином  za  на иследуваниот затворен систем на 

автоматско управување од Слика 4.23 е даден со именителот на дробно-рационалниот  

израз: 

(4.238)         01 0  zGGzRza  

каде што  zGG0  е дискретната преносна функција на континуалниот дел во директната 

гранка од системот: 

 

(4.239)            sGsGLZzGG 0
1

0  
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Оттука, изразот (4.239) добива облик: 

 

(4.240)     0
11
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па, карактеристичниот полином  za  на набљудуваниот затворен систем ќе биде: 

 

(4.241)           11 zcczzza   

                         cczcz   1212  

 

Во согласност со условите (4.236), полиномот (4.242) ќе биде Хурвицов z полином, 

ако и само ако едновремено се исполнети следните услови: 

 

(4.242)          0311211   cccc  

                                               0111   ccc  

                      0111211   cccc  

 

кои, со оглед на претпоставката од задачата за вредностите на параметарот c , се 

сведуваат на условите: 

 

(4.243)   03   

               01   

               01   

 

Оттука следуваат долните ограничувања на вредностите на променливиот параметар 
на набљудуваниот систем од Слика 4.23: 

 

(4.244)   3  

               1  

               1  

  

па, интервалот дозволени вредности на параметарот  , за кои зададениот затворен 

систем на автоматско управување од Слика 4.23 ќе биде стабилен, изнесува: 

 

(4.245)   11    

 

Задача 4.17. Со помош на билинеарната трансформација (4.20) во рамнината  KT ,  да 

се определи аналитички и графички параметарската област на стабилност D  на 

затворениот систем од Слика 4.24.  

 

 

 

 

 

 

 

 
 Илустрација кон Задача 4.17 
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Решение: Дискретната преносна функција  zG0  на соодветниот отворен систем за 

набљудуваниот затворен систем од Слика 4.24 е:      

 

(4.246)    
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додека дискретната преносна функција  zG  на самиот затворен систем е: 

(4.247)    
 
 

 
   TT

T

eKez

ez

zG

zG
zG

55

5
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0

15

5
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Оттука, карактеристичниот полином  za  на испитуваниот систем ќе биде: 

(4.248)     01
55 515)( azaeeKzza TT    

а условите тој да биде Хурвицов z полином, односно сите негови нули да лежат во 

внатрешноста на единичниот круг 1z , се сведуваат на: 

(4.249)    001  aa  

               001  aa
 

Условите (4.250) ги даваат следните ограничувања за дозволените вредности на 

параметрите T  и K  на набљудуваниот затворен систем од Слика 4.24, за кои тој ќе биде 

стабилен: 

(4.250)        051515 555   KeeeK TTT  

                    0115515 555   TTTT eKeeeK  

Со оглед на тоа дека: 

(4.251)   0      01 5   Te T   

ограничувањата (4.251) се сведуваат на следните услови: 

(4.252)   05K    

                  0115 55   TT eKe  
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Оттука, бараната параметарската област на стабилност D  на набљудуваниот затворен 

систем од Слика 4.24 аналитички е определена со изразот: 

(4.253)   )(
1

1
55

5

5

Tf
e

e
K

T

T











 

каде што  Tf  е експоненцијално опаѓачка апериодична функција со следните гранични 

вредности: 

(4.254)   


)(lim)0(
0

Tff
T

 

        5)()( lim 


Tff
T

 

Истата графички е прикажана на Слика 4.25. 

 

 

 
Графички приказ на параметарската област на стабилност D  на затворениот дискретен 

систем од Слика 4.24 

 

  

Задача 4.18.Со помош на билинеарната трансформација (4.20), во рамнината  KT ,  да 

се определи аналитички и графички параметарската област на стабилност D  на 

затворениот систем од Слика 4.26.  
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Илустрација кон Задача 4.18 

 

Решение: Дискретната преносна функција  zG0  на соодветниот отворен систем за 

набљудуваниот затворен систем од Слика 4.26 е:      

(4.255)    
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21  

Следствено, карактеристичниот полином  za  на затворениот дискретен систем ќе биде 

броител на дробно-рационалниот израз: 

(4.256)    
T

T

ez

ez
KzG










2
11  

и ќе има облик: 

(4.257)         10121 azaeKKzKza T    

Потребните и доволни услови за стабилност на затворениот дискретен систем од Слика 

4.26 според билинеарната трансформација (4.20) се дадени со (4.250), од каде што 

непосредно следуваат ограничувањата: 

(4.258)      011         Ke T ,      031   Kee TT  

Заради својата физичка природа, константата T секогаш е позитивен реален број 

(претставува време), па важи: 

(4.259)   )(   ,0      01   TTe T  

Оттука, ограничувањата (4.259) се сведуваат на условите: 

(4.260)    01  K ,    031   Kee TT  
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(4.261)   
T

T

e

e
K










3

1
1  

 

Параметарската област на стабилност D  на набљудуваниот дискретен систем е 

прикажана графички на Слика 4.27. 

 

 
Графички приказ на областа (4.262) 

 

 

Задача 4.19.  Со помош на билинеарната трансформација (4.20), во рамнината  21, KK  

да се определи аналитички и графички параметарската област на стабилност   на 

затворениот дискретен систем од Слика 4.28. Периодот на дискретизација T , под 

претпоставка, е sT 1 . 
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 Илустрација кон Задача 4.19 
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Решение: Од структурната блок-шема на Слика 4.28 непосредно следуваат односите: 

  

(4.262)        sEsGsX  21  

(4.263)          sXsGsEsE 212   

(4.264)        sXsYsE 1  

 

од каде, со воведување на (4.265) во (4.264), се добива: 

 

(4.265)              sXsGsXsYsE 22  

                              sXsGsY 21  

 

Имајќи ја на ум зависноста (4.263), изразот (4.266) може да се доведе на облик: 

 

(4.266)                sEsGsGsYsE 2122 1  

                                   sEsGsGsEsGsY   22121  
 

па, во просторот на  *  - сликите, за сигналот  te2  важи: 

  

(4.267)    
   

 sY
sGGsG

sE 








211

2
1

1
    

 

Едновремено, за излезот  tx  на набљудуваниот систем во просторот на  *  - сликите 

се добива: 

 

(4.268)        sEsGsX   21     

 

што лесно може да се заклучи врз основа на (4.263), па, оттука, со воведување на (4.268) 

во (4.269) се добива: 

 

(4.269)    
 

   
 sY

sGGsG

sG
sX 









211

1

1
 

 

Со смената: 

 

(4.270)   sTez   

 

од просторот на  *  - сликите се поминува во просторот на Z – сликите и изразите 

(4.269) и (4.270) стануваат: 
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(4.271)    
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Тие го карактеризираат соодветниот дискретен модел на набљудуваниот динамички 

систем од Слика 4.28, чиј карактеристичен полином е броителот на изразот: 

 

(4.272)      
 
 zA
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zGGzG  2111  

 

каде што: 
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Следствено, за  za  се добива: 

 

(4.275)           zKKzzKzzza 211 12121  

                           1312 121
2

1 zKKKzK               

                      21
2

0 azaza   

 

Потребни и доволни услови за стабилност на набљудуваниот дискретен систем, кога се 

користи билинеарната трансформација (4.20), се: 

 

(4.276)   0210  aaa  

             0        20  aa  

              0210  aaa  

 

од каде што непосредно следуваат ограничувањата: 
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(4.277)     01       21  KK  

                           012 1 K  

              063 211  KKK  

 

Параметарската област на стабилност D  на набљудуваниот дискретен систем ја 

сочинуваат дозволените вредности на променливите параметри на системот 1K  и 2K  за 

кои системот е стабилен, и аналитички таа е дефинирана со неравенствата: 
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6
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а графички е прикажана на Слика 4.29. 
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 Графички приказ на областа (4.279)                                                                                  
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Задача 4.20. Даден е стабилниот затворен дискретен систем на автоматско управување 

од Слика 4.30, со влез  ty  и излез  tx .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

                                                                                              
 Илустрација кон Задача 4.20 

 

а) Да се определи Z сликата  zX  на одзивот на системот  tx . б) Да се определат 

половите на дискретниот регулатор  zR , кои ќе обезбедат компонентата на грешката 

во системот предизвикана од влијанието на пречките  tf  да биде нулева во 

стационарна состојба, ако, под претпоставка, .1sT   и: 

  

(4.279)        
bazz

dcz
zRzRzR






221    

 

(4.280)    
 2ln

2ln




ss
sP  

 

(4.281)        









0,1

0,0

t

t
tf     

 

в) Во продолжение, под претпоставка дека 1a , да се определат параметрите c  и d  

на регулаторот  zR .                                    

 

Решение: Врз основа на алгебрата на блок-шемите и правилата за дискретно 

еквивалентирање континуални системи, можат да се постават следните релации: 

 

(4.282)        sEsPsX *
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(4.283)              sXsRsEsRsFsE *
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*
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Оттука непосредно следува: 

 

(4.285)      sEsPsX *
2

**   

(4.286)              sXsRsEsRsFsE **
2

*
1

*
1

**
2   

(4.287)        sXsYsE ***
1   

 

или во z комплексното подрачје: 

 

(4.288)        zEzPzX 2  

(4.289)              zXzRzEzRzFzE 2112   

(4.290)        zXzYzE 1  

 

Со решавање на горниот систем равенки (4.289) – (4.291): 

 

(4.291)                         zXzPzRzEzPzRzFzPzEzPzX 2112  

                                           zXzPzRzXzPzRzYzPzRzFzP 211   

 

 за Z сликата  zX  на одзивот  tx  на набљудуваниот затворен систем на автоматско 

управување, се добива: 

 

(4.292)             zFzGzYzGzX FR  
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додека грешката во системот   kTe , во просторот на Z сликите е определена со 

изразот:  
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Очигледно, таа има две компоненти – едната, која зависи од референтниот влез  ty  и 

втората, која зависи од несаканите надворешни пречки  tf . Оваа втората, во z

комплексното подрачје е дадена со изразот: 
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каде што: 
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Нејзината стационарна вредност, под направената претпоставка дека набљудуваниот 

дискретен систем е стабилен, се определува со помош на втората гранична теорема на 

Z трансформацијата. Оттука, условот стационарната компонента на грешката  teF  да 

биде еднаква на нула, ќе гласи:  
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од каде што непосредно следува дека: 

 

(4.297)   abbaba  1      1      01  

 

Бараните  полови на дискретниот регулатор се добиваат како решение на равенката: 
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и тие се: 
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(4.299)   azz  1   ; 1 21  

 

Карактеристичниот полином  za  на набљудуваниот дискретен систем претставува 

броител во дробно-рационалниот израз    zRzP1 , кој е именител на преносната 

функција на системот:  
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Оттука: 
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 Параметарска област на стабилност на системот од Слика 4.30 
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Бидејќи, под претпоставка, набљудуваниот затворен дискретен систем на автоматско 

управување од задачата е стабилен, карактеристичниот полином  za  ќе биде Хурвицов 

z полином, што може да се провери со некој од критериумите за испитување 

стабилност кај линеарните дискретни системи. Така, според критериумот за стабилност 

со билинеарната трансформација (4.20), за  za  ќе важат условите: 

 

(4.302)   dcdcdcaaaa  014520123  

(4.303)   1201214520123  dcdcdcaaaa  

(4.304)           dccdcdaaaa 303451233 1203   

(4.305)           43034541233 1203  dccdcdaaaa  

(4.306)   ddc 32 2                                                                                                      

 

Параметарската област на стабилност на набљудуваниот дискретен систем D  е 

површината опфатена со правата dc   и квадратната крива  23
2

1
ddc  , помеѓу 

точките  1,1  и  0,0  и таа еприкажана на Слика 4.31. Дозволените вредности за 

параметрите c  и d  се определени со точките од внатрешноста на оваа област. 

 
 

Задача 4.21. Со помош на Најквистовиот критериум, да се испита стабилноста на 

затворениот дискретен систем на автоматско управување, чија што структурна блок-

шема е прикажана на Слика 4.32. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 
 Илустрација кон Задача 4.21 

 

Решение: Преносната функција  zG0  на соодветниот отворен систем за 

набљудуваниот затворен систем од Слика 4.32 е: 
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Оттука, фреквентната преносна функција  jG0  на отворениот систем ќе има облик: 
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(4.308)    
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Фреквентната карактеристика на отворениот систем се црта врз основа на реалниот и 

имагинарниот дел од неговата фреквентна преносна функција: 
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за различни вредности на фреквенцијата  . Така, карактеристиката почнува во точката 

определена со фреквенцијата 0 : 
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завршува во точката определена со фреквенцијата 
0T
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и ги сече координатните оски од комплексната рамнина      00 , jVU  во точки 

определени со решенијата на системот равенки: 
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Очигледно, карактеристиката има само еден пресек со имагинарната оска при 

фреквенцијата 
03T
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 Фреквентна карактеристика на отворениот систем (4.308) 

 

затоа што решенијата на равенката   00 V  само го одредуваат почетокот и крајот на 

фреквентната карактеристика. Следствено, кривата на Најквист за набљудувнот 

дискретен систем започнува на позитивниот дел од реалната оска во точката  0,1 j , се 

одвива во негативна насока, ја сече имагинарната оска во точката 







 0,

3

3
j  и завршува 

во точката 





 0,

3

1
j  на негативниот дел од реалната оска. Таа е прикажана на Слика 

4.33 и врз основна на нејзиниот тек, набљудуваниот затворен дискретен систем од Слика 

4.32 е стабилен: 
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(4.318)      00arg 0

2
0 0










pjF  

 

Задача 4.22. Со помош на Најквистовиот критериум, да се испита стабилноста на 

затворениот дискретен систем на автоматско управување, чија што структурна блок-

шема е прикажана на Слика 4.34. 

 

 

 

 

 

 

 

 

   
 Илустрација кон Задача 4.22 

 

Решение: Преносната функција  zG0  на соодветниот отворен систем за 

набљудуваниот затворен систем од Слика 4.34 е: 
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Оттука, фреквентната преносна функција  jG0  на отворениот систем ќе има облик: 

 

(4.320)    
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Фреквентната карактеристика на отворениот систем, прикажана на Слика 4.35, се црта 

врз основа на реалниот и имагинарниот дел од неговата фреквентна преносна функција: 
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за различни вредности на фреквенцијата  . Така, карактеристиката почнува во точката 

определена со фреквенцијата 0 : 
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завршува во точката определена со фреквенцијата 
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и ги сече координатните оски од комплексната рамнина      00 , jVU  во точки 

определени со решенијата на системот равенки: 
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 Фреквентна карактеристика на отворениот систем (4.320) 
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Очигледно, карактеристиката нема пресеци со координатните оски, бидејќи решенијата 

на равенката   00 V  само ги одредуваат нејзините крајни точки. Следствено, кривата 

на Најквист за набљудувнот дискретен систем започнува на негативниот дел од реалната 

оска во точката  0,4 j , се одвива во позитивна насока и завршува во точката 







 0,

3

4
j  

на негативниот дел од реалната оска. Врз основа на текот на карактеристиката од Слика 

4.35, може да се заклучи дека набљудуваниот затворен дискретен систем од Слика 4.34 

е нестабилен: 
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Задача 4.23. Со помош на Најквистовиот критериум, да се испита стабилноста на 

затворениот дискретен систем на автоматско управување, чија што структурна блок-

шема е прикажана на Слика 4.36. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   
 Илустрација кон Задача 4.23 

 

Решение: Преносната функција  zG0  на соодветниот отворен систем за 

набљудуваниот затворен систем од Слика 4.36 е: 
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Оттука, фреквентната преносна функција  jG0  на отворениот систем ќе има облик: 
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Фреквентната карактеристика на отворениот систем се црта врз основа на реалниот и 

имагинарниот дел од неговата фреквентна преносна функција: 
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за различни вредности на фреквенцијата  . Така, карактеристиката почнува во точката 

определена со фреквенцијата 0 : 
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завршува во точката определена со фреквенцијата 
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и ги сече координатните оски од комплексната рамнина      00 , jVU  во точки 

определени со решенијата на системот равенки: 
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 Фреквентна карактеристика на отворениот систем (4.331) 

 

 

Очигледно, карактеристиката има само еден пресек со имагинарната оска при 

фреквенцијата 
03T


  , бидејќи останатите решенија ги одредуваат само нејзините 

крајни точки или се неможни. Следствено, кривата на Најквист за набљудуваниот 

дискретен систем започнува во бесконечност и има асимптота во точката на негативниот 
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дел од реалната оска 
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j , се одвива во негативна насока и завршува во точката 
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j  на позитивниот дел од реалната оска. Таа е прикажана на Слика 4.37 и врз 

основна на нејзиниот тек, се заклучува дека набљудуваниот затворен дискретен систем 

од Слика 4.36 е нестабилен: 
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Задача 4.24. Со помош на Најквистовиот критериум, да се испита стабилноста на 

затворениот дискретен систем на автоматско управување, чија што структурна блок-

шема е прикажана на Слика 4.38. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 Илустрација кон Задача 4.24 

 

 

Решение: Кога соодветниот отворен систем за испитуваниот затворен дискретен систем 

со единична повратна врска е стабилен, Најквистовиот критериум може да се искаже на 

следниот начин: при стабилен отоврен систем, затворениот дискретен систем е 

стабилен, доколку не ја опфаќа ниеднаш критичната точка  0,1 j .  

 

Преносната функција на отворениот систем за дадениот затворен дискретен систем од 

задачата е: 
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и сите нејзини полови лежат во областа 1z . Следствено, отворениот систем е 

стабилен. Неговата фреквентна преносна функција изнесува: 
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а соодветната фреквентната карактеристика е прикажана на Слика 4.39. Од (4.343) и 

Слика 4.39 се гледа дека карактеристиката почнува во точката  0,0 j , се одвива во 

негативна насока, лежи во првиот квадрант и завршува во точката  0,4.2 j , при што 

не ја опфаќа критичната точка  0,1 j . Следствено, може да се заклучи дека 

набљудуваниот затворен дискретен систем е стабилен. Добиениот резултат лесно може 

да се провери ако се пресмета вкупната измена на аргументот на векторот 
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, кога фреквенцијата   се менува на  интервалот 
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 Најквистова крива за системот од Задача 4.24 

 

Задача 4.25. Со помош на Најквистовиот критериум, да се определи параметарската 

област на стабилност на затворениот дискретен систем на автоматско управување, чија 

што структурна блок-шема е прикажана на Слика 4.40. 
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 Илустрација кон Задача 4.25 

 

Решение: Преносната функција  zG0  на соодветниот отворен систем за 

набљудуваниот затворен систем од Слика 4.40 е: 
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За да може да се примени Најквистовиот критериум за стабилност, наместо преносната 

функција  zG0  се набљудува преносната функција  
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Фреквентната карактеристика на отворениот систем се црта врз основа на реалниот и 

имагинарниот дел од фреквентната преносна функција  jG0
~

: 
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за различни вредности на фреквенцијата  . Така, карактеристиката почнува во точката 

определена со фреквенцијата 0 : 
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завршува во точката определена со фреквенцијата 
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и ги сече координатните оски од комплексната рамнина      00
~

,
~

VjU  во точки 

определени со решенијата на системот равенки: 
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Очигледно, во конкретниот случај карактеристиката нема пресеци со координатните 

оски, бидејќи едното решение е невозможно, а останатите само ги одредуваат крајните 

точки од карактеристиката. Следствено, кривата на Најквист за набљудуваниот 

дискретен систем започнува во конечна точка на негативниот дел од реалната оска 

 0,1 j , се одвива во позитивна насока и завршува во точката 
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j  исто така на 

негативниот дел од реалната оска. Таа е прикажана на Слика 4.41.  

 

Набљудуваниот затворен дискретен систем од Слика 4.40 ќе биде стабилен, доколку 

фреквентната карактеристика од Слика 4.41 ја опфаќа критичната точка 
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еднаш, а тоа ќе биде исполнето доколку: 
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Оттука, со решавање на неравенството (4.354) се добива бараната параметарска област 

на стабилност на набљудуваниот систем: 
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 Фреквентната карактеристика (4.346) на отворениот систем  
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Задача 4.26. Со помош на Најквистовиот критериум, да се определи параметарската  

област на стабилноста на затворениот дискретен систем на автоматско управување, чија 

што структурна блок-шема е прикажана на Слика 4.42. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   
 Илустрација кон Задача 4.26 

 

Решение: Дискретната преносна функција )(0 zG  на соодветниот отворен систем за 

набљудуваниот затворен систем од Слика 4.42 e: 
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Најквистовата крива за дадениот дискретен систем претставува ходограф на векторот 
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jG 0  во комплексната рамнина за 









2
,0 0 , кој вектор се определува на следниот 

начин: 
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За да се нацрта бараната Најквистова крива, доволно е да се определат нејзините 

карактеристични точки: почетокот, крајот, и пресеците со координатните оски. Така,  

кривата започнува за 0  во точката  0;11 jT : 
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завршува за    во точката  0;5.03 jT  : 
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а пресеците со координатните оски се одредени со решенијата на системот равенки: 
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Во конкретниот случај, Најквистовата крива на зададениот систем има само еден пресек 

со имагинарната оска од комплексната рамнина во која се претставува, и тоа во точката 

 707.0,02 jT  , која се добива за фреквенција 
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0 arctgT  . (Останатите решенија на 

системот равенки (4.372) не дефинираат пресеци со координатните оски.) 

 

Најквистовата крива за системот од Слика 4.42 е прикажана на Слика 4.43. Оттука се 

гледа дека набљудуваниот затворен систем ќе биде стабилен, доколку критичната точка 
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исполнети условите: 
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односно: 
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 Најквистова крива за затворениот дискретен систем од Слика 4.42 
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Задача 4.27. Со помош на Најквистовиот критериум, да се испита стабилноста на 

затворениот дискретен систем на автоматско управување, чија што структурна блок-

шема е прикажана на Слика 4.44. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 Илустрација кон Задача 4.27 

 

Решение: Дискретната преносна функција )(0 zG  на соодветниот отворен систем за 

набљудуваниот затворен систем од Слика 4.44 e: 
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Најквистовата крива за дадениот дискретен систем претставува ходограф на векторот 

  KjG 0  во комплексната рамнина за  2,0 0 , кој вектор се определува на 

следниот начин: 
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За да се нацрта бараната Најквистова крива, доволно е да се определат нејзините 

карактеристични точки; почетокот, крајот, и пресеците со координатните оски. Така,  

кривата започнува за 0  во точката   jT ;61 : 

 

(4.366)   615)0( U  

              
)0(V  

 

завршува за    во точката  0;42 jT  : 

 

(4.367)   415)( U  

              








 0

2

sin

cos1

)]cos(4)[sin(
)(






V  

                         

додека пресеците со координатните оски се одредени со решенијата на системот 

равенки: 

 

(4.368)   0)( U  

              0)( V  

 

Бидејќи ниедна од равенките (4.369) нема конечно решение, Најквистовата крива на 

зададениот систем нема пресеци со координатните оски од комплексната рамнина во 

која се претставува.  

 

Најквистовата крива за системот од Слика 4.44 е прикажана на Слика 4.45. Бидејќи 

отворениот систем поседува астатизам од прв ред (тој има еден прост пол во точката 

1z ), за да може да се примени Најквистовиот критериум за иследување на 

стабилноста на зададениот затворен дискретен систем, потребно е неговата Најквистова 

крива да се надополни со соодветниот лак на астатизам. Овој лак почнува на 

позитивниот дел од реалната оска, се одвива во негативна насока, има централен агол 

од 
2


  и бесконечно голем радиус. Бидејќи отворениот систем )(0 zG  нема полови 

надвор од единичниот круг 1z ,  набљудуваниот затворен дискретен систем ќе биде 
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стабилен, ако неговата критична точка 







 0,

1
j

K
 лежи помеѓу точките  0, j  и 

 0,4 j , кој услов ќе биде исполнет доколку: 

 

(4.369)   4
1


K

  

 

односно, доколку: 

 

(4.370)   
4

1
0  K  

 

Оттука, параметарската област на стабилност на зададениот затворен дискретен систем 

е дефинирана со интервалот (4.371).  

 

 

 
 

 Најквистова крива на системот од Слика 4.44 

 

Задача 4.28. Со примена на билинеарната трансформација (4.20), да се испита 

стабилноста на затворениот дискретен систем на автоматско управување од Слика 4.46. 
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 Илустрација кон Задача 4.28 

 

Решение: За системот од Слика 4.46, во s комплексното подрачје важат следните 

релации: 

 

(4.371)   )()()( *
21 sEsGsX   

(4.372)   )()()()()()()()( *
212

*
12

*
12 sEsGsGsKEsXsGsKEsE   

(4.373)   )()()()()()( *
211 sEsGsYsXsYsE   

 

Оттука, во просторот на  * – сликите се добиваат равенките:  

 

(4.374)   )()()( *
2

*
1

* sEsGsX   

(4.375)   )()()()( *
2

*
21

*
1

*
2 sEsGGsKEsE   

(4.376)   )()()()( *
2

*
1

**
1 sEsGsYsE   

 

на кои, во просторот на Z сликите, им одговараат изразите: 

  

(4.377)   )()()( 21 zEzGzX   

(4.378)   )()()()( 22112 zEzGGzKEzE   

(4.379)   )()()()( 211 zEzGzYzE   

 

Со решавање на системот равенки (4.378) – (4.380) по непознатата )(zX  се добива: 

 

(4.380)   )()()()()()()()()( 2212122112 zEzGGzEzKGzKYzEzGGzKEzE   

(4.381)   
  )(1

)(
)(

211
2

zGGzKG

zKY
zE


  

(4.382)   
  )(1

)()(
)()()(

211

1
21

zGGzKG

zYzKG
zEzGzX


  

каде што: 

T
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 te2

 
 te1

 

 ty  
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1

ss
 

s  
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(4.383)      
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(4.384)         T

T
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1
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Карактеристичниот полином на набљудуваниот дискретен систем е броител на дробно-

рационалниот израз: 

 

(4.385)    
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и тој ќе биде Хурвицов z полином доколку едновремено се исполнети условите: 

 

(4.386)                          01212   KeeeKe TTTT  

                                                                                         02  Te  

                    0122212   KeeeeKe TTTTT  

 

Оттука се добиваат следните ограничувањата на вредностите на променливиот 

параметар на системот K : 

 

(4.387)   
 
 T

T

e

e
K










1

22
0  

 

Задача 4.29. Да се определи параметарската област на стабилност на дискретен 

динамички систем од втор ред со карактеристичен полином од облик: 

 

(4.388)     bazzza  2 ; 0.,  constba  

 

Потоа со помош на неа да се провери стабилноста на затворениот дискретен систем од 

Слика 4.47, ако: 
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(4.389)         s.1T   ,
2ln

1
   ,

2ln

2ln2
   ,

1
321 







s
sG

s
sG

s
sG  

 

 

 

                                            T                                                                                         
                                                                                    sG1  

          _                                   _                                  

                                                                                                           

                                                           T 
                                                                                    sG2  

                                                     

                                                                                               T 

                                 sG3  

                                                                                             

                                                                                                            
 Илустрација кон Задача 4.29 

 

Решение: Полиномот (4.389) ќе биде Хурвицов z полином, доколку едновремено се 

исполнети условите: 

 

(4.390)   01  ba  

               01  ba  

               01  b  

 

Од каде што непосредно следува: 

 

(4.391)   ab  1  

               1 ab  

               1b  

 

Следствено, бараната параметарска област на стабилност за систем со карактеристичен 

полином  (4.389) ќе изгледа како на Слика 4.48. 
 

Дискретната преносна функција на системот од Слика 4.47 е дадена со изразот: 
 

(4.392)    
 

     zGzGzGG

zG
zG

3121

1

1 
  

каде што: 

(4.393)

   

     1   ,
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1
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Со воведување на (4.405) – (4.407) во (4.404), за преносната функција  zG   се добива: 

 

(4.396)    
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од каде што следува дека карактеристичниот полином на набљудуваниот затворен 

дискретен систем е: 

 

(4.397)     41412  zzza  

 

Тој е од обликот (4.389), со параметри 25.0a  и 25.0b . Бидејќи точката  25.0,25.0  

припаѓа на областа од Слика 4.48, може да се заклучи дека набљудуваниот дискретен 

систем од Слика 4.47 е стабилен. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 Параметарска област на стабилност на дискретен систем од втор ред со карактеристичен 

полином (4.389) 
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5.  ДИСКРЕТНИ СИСТЕМИ ВО ПРОСТОРОТ НА 

     СОСТОЈБИ 
 

 

Воведувањето на поимот за преносна функција го поедноставува проблемот на 

опишување и изучување на линеарните стационарни дискретни динамички системи. 

Имено, за одредување на поведението на кој и да било линеарен стационарен дискретен 

динамички систем доволно е да се познава неговата преносна функција и соодветните 

почетни услови. Меѓутоа, методите на трансформација од временското во комплексното 

подрачје се засновани врз принципот на суперпозиција, што значи дека концептот на 

преносна функција е наполно неупотреблив кај линеарните нестационарни и 

нелинеарните дискретни динамички системи. Затоа се барани поинакви форми за 

математичко опишување на дискретните динамичките системи. 

 

Кон крајот на 50-тите години од минатиот е вовед концептот на просторот на состојби 

и тој овозможува изучување на дискретните динамички системи преку нивниот модел 

односно опис со состојбени големини. Суштината на описот на дискретните динамички 

системи во просторот на состојби е следната: динамички систем од n ти ред, наместо 

со една диферентна равенка од n ти ред (за системи со еден влез и еден излез), се 

опишува со симултан систем од n  диферентни равенки од прв ред. Решенијата на тој 

систем равенки се нарекуваат состојбени големини на набљудуваниот систем и тие се 

елементи на тн. вектор на состојба на изучуваниот дискретен динамички систем.  

 

Значењето на описот на дискретните динамички системи преку векторот на состојба е 

многу подлабоко од самата погодност при записот. Имено, концептот на состојбени 

големини, за разлика од другите концепти, дава целосен опис не само на надворешната, 

туку и на внатрешната динамика на набљудуваниот систем. Покрај тоа, векторот на 

состојба во секој временски миг во себе ја опфаќа сета “предисторија“ на соодветниот 

систем. 

 

Постојат и други причини за широката примена на концептот на векторот на состојба во 

изучувањето на дискретните динамички системи: 

 

 Концептот на просторот на состојби подеднакво успешно се применува и кај 

системите со еден влез и еден излез, и кај повеќевеличинските системи. 

 Ваквиот приод може да се примени и на одредени класи нестационарни и/или 

нелинеарни системи. 

 Некои битни одлики на динамичките системи, какви што се управливоста и 

набљудливоста, можат лесно да се воочат и едноставно да се формулираат кога 

моделот на набљудуваниот систем е даден во просторот на состојби. 

 Концептот на просторот на состојби, наспроти популарните трансформациони 

методи, често овозможува синтезата на еден дискретен динамички систем 

целосно да се изврши во временско подрачје, што има голема важност и значење 



ДИСКРЕТНИ СИСТЕМИ ВО ПРОСТОРОТ НА СОСТОЈБИ 

 

230     ЗБИРКА ЗАДАЧИ ПО ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ 

 

кога проектираниот систем не е линеарен, па, трансформационите методи не 

можат директно да се применат, а и постапките за анализа и синтеза на 

динамичките системи во временско подрачје даваат подобар увид во самата 

анализа и синтеза.  

 

Заради сите погоре наведени причини, постапките за анализа и синтеза на дискретните 

динамички системи засновани врз концептот на просторот на состојби наоѓаат голема 

примена и во изучувањето на дискретните системи. 

  

Еден дискретен динамички систем од произволен n ти ред со p  влезови и q  излези, 

во просторот на состојби е опишан со следниот систем равенки: 

(5.1)       kkkk ttytvftv ,,1      

(5.2)       kkkk ttytvgtx ,,  

каде што y  е 1p димензионалниот вектор на влезови, односно влезен вектор: 

(5.3)           k
Tr

kpkkp tytytytyyyyy  21
Tr

21  

x  е 1q димензионалниот вектор на излези или излезниот вектор:  

(5.4)           k
Tr

kqkkq txtxtxtxxxxx  21
Tr

21  

v  е 1n  димензионалниот вектор на состојба:  

(5.5)           k
Tr

knkkn tvtvtvtvvvvv  21
Tr

21  

а f  и g  се векторски функции од аргументите  ktv  и  kty : 

(5.6)         Tr
knkk

Tr
n tyvftyvftyvfffff ,,,...,,,,,,,...,, 2121   

(5.7)         Tr
kqkk

Tr
q tyvgtyvgtyvggggg ,,,...,,,,,,,...,, 2121   

Во случај на еквидистантна дискретизација, изразите (5.1) и (5.2) добиваат облик: 

(5.8)        kTkTykTvfTkv ,,1   

(5.9)       kTkTykTvgkTx ,,  

или, поедноставно: 

(5.10)       kkykvfkv ,,1   

(5.11)       kkykvgkx ,,   

Притоа, векторската равенка (5.8) претставува систем n диферентни равенки од прв ред 

и тоа се равенките на векторот на состојба на набљудуваниот дискретен систем.  
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Кај линеарните повеќевеличински дискретни системи, f  и g  се линеарни функции од 

своите аргументи, па, моделот (5.8)-(5.9) односно моделот (5.10)-(5.11) го добива 

следниот облик: 

(5.12)           kTykTBkTvkTATkv 1  

                        kTykTDkTvkTCkTx   

(5.13)           kykBkvkAkv 1  

                         kykDkvkCkx   

каде што        kTDkTCkTBkTA ,,,  се nn , pn , nq  и pq  димензионални 

матрици, соодветно, чии елементи, во општ случај, се функции од дискретната 

променлива k .  

    

Аргументот kT  во изразите (5.12) – (5.13) се јавува експлицитно само во случаите кога 

набљудуваниот дискретен систем е нестационарен. Во спротивно, кога се работи за 

стационарен дискретен систем, што значи дека ниеден од неговите параметри не се 

менува со времето, kT  не се јавува експлицитно во моделот на системот, а матриците 

       kTDkTCkTBkTA ,,,  имаат константни елементи. Тогаш моделот (5.12) го има 

следниот облик: 

(5.14)        kTyBkTvATkv 1  

                     kTyDkTvCkTx   

 Конечно, ако се работи за линеарен стационарен дискретен динамички систем со еден 

влез и еден излез, моделот (5.14) ќе гласи: 

(5.15)         kTybkTvATkv 1  

                     kTdykTvckTx   

каде што b  е вектор со димензија 1n , c  е матрица-редица со димензија n1  и d е 

скалар. 

 

Изборот на состојбените големини    nitv ki ,...,2,1     за даден дискретен систем не е 

еднозначна работа. Тоа значи дека векторот на состојба  ktv  може да се формира на 

повеќе начини, односно еден ист дискретен систем во просторот на состојби може да се 

опише со повеќе модели. Во продолжение се набљудуваат линеарни стационарни 

дискретни динамички системи со еден влез и еден излез, чија надворешна динамика е 

опишана со следната диферентна равенка од n ти ред: 

(5.16)           kxakxankxankx n 011 11  

                      kybkybnkybnkyb nn 011 11    
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односно со преносната функција: 

(5.17)   
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каде што     kyZzY   и     kxZzX   се Z слики на влезот и излезот на 

набљудуваниот дискретен систем. 

Секогаш кога полиномите во броителот и именителот од преносната функција (5.17) се 

со ист степен, најнапред се врши нивно еднократно делење, при што се добива количник 

од делењето и остаток: 

 

(5.18)     zGd
azazaz

bzbzb
bzG

n
n

n

n
n

n
~

~~~

01
1

1

01
1

1 









  

каде што  zG
~

 е дробно-рационална функција која има ист именител како и преносната 

функција  zG , но броител со барем за еден понизок степен. Притоа: 

(5.19)  1,...,2,1,0   ;
~

 niabbb inii  

Нека, под претпоставка, nzzz ,...,, 21  се полови на функцијата  zG , следствено и на 

функцијата  zG
~

, кои се реални и прости. Тогаш, Z сликата  zX  на моделираниот 

дискретен систем, може да се претстави на следниот начин: 

(5.20)           zY
zz

c
zY

zz

c
zY

zz

c
zdYzX

n

n










2

2

1

1  

каде што: 

(5.21)       nizGzzc i
zz

i
i

,...,2,1   ;
~

lim 


 

Состојбените големини      kvvkvvkvv nn   , ... , , 2211  се одбираат така што за 

нивните Z слики важи: 

(5.22)      nizY
zz

zV
i

i ,...,2,1   ;
1




  

Тогаш, еден модел во просторот на оригиналите гласи: 

(5.23)        nikykvzkv iii ,...,2,1   ;1   

(5.24)           kvckvckvckdykx nn 2211  

 

Него му одговара структурната блок-шема од Слика 5.1, врз основа на чиј изглед го 

добил и своето име модел со разгранет влез. 
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Моделот (5.23)-(5.24) во матричен облик гласи: 

 

(5.25)      kykv

z

z

z

kv

n

















































1

1

1

00

00

00

1
2

1

 

(5.26)        kybkvccckx nn  21  

 

          

Слика 5.1.  Структурна блок-шема на моделот со разгранет влез за еден дискретен систем 

 

Многу често нулите и половите на преносната функција од набљудуваниот дискретен 

систем не се познати, ниту можат едноставно да се определат. Исто така, тие во никој 

случај не мора да бидат реални. Тогаш, за избор на состојбените големини може да се 

примени тн. директен метод, кај која се воведува помошна променлива  kw , за чија 

Z слика важи: 

(5.27)    zY
zazaza

zW
nn

n


 


0
1

1
1

11

1
 

Состојбените големини на набљудуваниот дискретен систем се одбираат преку 

помошната променлива  kw  и нејзините дискретни вредности: 
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(5.28)    zWzzV 1
1

  

                  zWzzV 2
2

  

                          

                  zWzzV n
n

  

па добиениот модел во просторот на состојби гласи: 

(5.29)          kykvakvakvakv nnn   011111 1  

                 kvkv 12 1   

                               

                 kvkv nn 11   

(5.30)             kvbkvbkvbkwbkx nnnn 01111  

                                   kybkvbabbkvabbkvabb nnnnnnnn   000111111  

 

 

Слика 5.2.  Структурна блок-шема на моделот (5.29) - (5.30) 
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Неговите елементи се: 

(5.31) 











































01000

00000

00010

00001

01221 aaaaa

A

nn

,   






















0

0

1

b , 

                01221
~~~~~
bbbbbc nn   ,   nbd   

Моделот со разгранет влез и излез е уште еден начин за опис на линеарните дискретни 

системи во просторот на состојби, во случај кога нулите и половите на дискретната 

преносна функција (5.18) не се познати и/или не можат да се определат. Називот го 

добил по изгледот на соодветната структурна блок-шема, прикажана на Слика 5.3. 

                   

 

Слика 5.3. Структурна блок-шема на моделот (5.34) 
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Ако Z сликата  zX на набљудуваниот дискретен систем се претстави во облик: 

(5.32)                



 zXazYbzzXazYbzzYbzX nnnnn 22

1
11

1    

                              zXazYbz 00
1  

состојбените големини      kvvkvvkvv nn   , ... , , 2211  можат да се одберат така што 

за нивните Z слики ќе важи: 

(5.33)          zVzXazYbzzV nn 211
1

1   
  

                        zVzXazYbzzV nn 322
1

2   
  

                                             

                        zVzXazYbzzV nn  
 11

1
1   

                      zXazYbzzVn 00
1   

 

 

Тогаш се добива следниот модел во просторот на оригиналите: 

(5.34)           kyabbkvkvakv nnnn 112111  1    

                         kyabbkvkvakv nnnn 223122  1  
 

                                                             

                         kyabbkvkvakv nnn 11111  1   

                       kyabbkvakv nn 00101   

                    kvkybkx n 1  

со елементи: 

(5.35) 













































0000

1000

00000

0010

0001

0

1

2

1

a

a

a

a

A

n

n

,   






















 



0

2

1

~

~

~

b

b

b

b n

n

, 

                00001 c ,   nbd 
 

    

Итеративната постапка за избор на состојбените големини на еден линеарен 

стационарен дискретен динамички систем, како и останатите, поаѓа од неговата 
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преносна функција, која во најопшт случај има облик (5.17). Постапката има 

ограничување во примената, затоа што бара познавање и на половите и на нулите од 

дробно рационалната  функција  zG
~

 во (5.18). Уште повеќе, тие нули и полови мора да 

бидат реални.  

 

Ако Z сликата  zX  на одѕивот од набљудуваниот дискретен систем (5.17) се 

претстави во облик: 

(5.36)             zYzGbzYzGzX n
~

 

                           









 zY

azazaz

bzbzb
zYb

n
n

n

n
n

n

01
1

1

01
1

1
~~~

 

                          
    
    





 

n

nn
n

zzzzzz

wzwzwzb
zYzYb

21

1211
~

 

                          
 

 
 

 
  





































 

n

nn
n

zz

wz

zz

wz

zz

b
zYzYb 1

2

1

1

1
~

 

кадке што 121 ,...,, nwww  се нулите, а nwzz ,...,, 21  половите на дробно рационалната  

функција  zG
~

, состојбените големини      kvvkvvkvv nn   , ... , , 2211  се одбираат 

така што за нивните Z слики да важи: 

(5.37)    
 1

1
1

~

zz

b
zYzV n


   

                 
 
 2

1
12

zz

wz
zVzV






 

              

   
 
 3

2
23

zz

wz
zVzV




  

                               

                 
 
 n

n
nn

zz

wz
zVzV




 


1

1  

Тогаш, соодветниот модел во просторот на состојби ќе биде од облик:  

(5.38)      kybkvzkv n 1111
~

1   

                       kybkvwzkvzkv n 1111222
~

1   
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                           kybkvwzkvwzkvzkv n 1111222333
~

1   

                                                   

                            kybkvwzkvwzkvzkv nnnnnnn 1111111
~

1    

(5.39)      kvkybkx nn   

 

со следните елементи: 

(5.40) 



































nn wzwzwzwz

zwzwz

zwz

z

A

332211

32211

211

1

0

00

000

,   

























 

1

1

1

1

~
1nbb , 

               1000 c ,   nbd   

Заради изгледот на соодветната структурна блок-шема, прикажана на сл.5.4, овој модел 

се нарекува уште сериски модел. 

  

Слика 5.4. Структурна блок-шема на серискиот модел во просторот на состојби на еден дискретен 

систем 

 

Решението на матричниот систем равенки (5.12) во просторот на Z сликите е: 

(5.41)          0
11
vAIzzzYBAIzzV


  

(5.42)           0
11
vAIzCzzYDBAIzCzX


  

каде што I  е единична дијагонална квадратна матрица со димензија nxn, додека во 

просторот на оригиналите тоа гласи: 
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(5.43)       ,...2,1   ; 0
1

0i

1
 






kiTyBAvAkTv

k
ikk

 

(5.44)         ,...2,1   ; kTyD0
1

0i

1
 






kiTyBACvACkTx

k
ikk

 

Со воведување на смената: 

(5.45)     1
 AIzzz  

релациите (5.40) – (5.41) можат да се доведат на облик: 

(5.46)          01 vzzYBzzzV    

(5.47)           01 vzzYDBzzzX    

додека со смената: 

(5.48)   k
AkT   

равенките (5.42) – (5.43) се трансформираат во следните равенки: 

(5.49)            ,...2,1   ; 10
1

0i

 




kiTyBTikvkTkTv
k

  

(5.50)              ,...2,1   ; kTyD10
1

0i

 




kiTyBTikCvkTCkTx
k

  

Матрицата  kT  се нарекува фундаментална матрица на набљудуваниот дискретен 

систем (5.12) и има извонредно значење при изучувањето на линеарните дискретни 

динамички системи во просторот на состојби. Таа секогаш може да се определи како 

оригинал кон Z сликата  z : 

(5.51)        111   AIzzZzZkT  

Две битни својства на дискретните системи во теоријата на управувањето се својството 

за управливост и набљудливост. По дефиниција, еден линеарен стационарен дискретен 

динамички систем од произволен ред n  е целосно управлив во однос на своите 

состојби, доколку постои управување   kTy кое системот ќе го преведе од произволна 

почетна во произволна конечна состојба за најмногу n  периоди на дискретизација. 
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Математичкиот услов за оваа целосна управливост гласи: рангот на матрицата на 

управливост M  треба да биде еднаков на n :  

(5.52)   nBABABABrangMrang
n


12

 

На сличен начин може да се дефинира и целосната управливост на еден систем во однос 

на неговите излези. 

 

Еден линеарен стационарен дискретен динамички систем од произволен ред n  е 

целосно набљудлив во однос на своите состојби, доколку секоја состојба   kTv на 

системот во призволен миг  kT може да се определи врз основа на n  претходни 

вредности на неговиот излез   kTx . Математичкиот услов за оваа целосна 

набљудливост гласи: рангот на матрицата на набљудливост N  треба да биде еднаков 

на n :  

(5.53) n

AC

AC

AC

C

rangNrang

n











































1

2

1

 

За еден линеарен стационарен континуален динамички систем со модел: 

(5.54)      tyBtvAtv   

(5.55)      tyDtvCtx   

секогаш може да се определи соодветен дискретен еквивалент во просторот на состојби: 

(5.56)       kTyBkTvATkv
~~

1   

(5.57)      kTyDkTvCkTx ~~~
  

чии елементи се: 

(5.58)   DDCCdtBeBTeA

T
tATA  

~
   ,

~
   ,

~
   ,

~

0
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Задача 5.1. Со помош на моделот со разгранет влез, да се опише во просторот на 

состојби дискретниот систем со еден влез  ky  и еден излез  kx  со преносна функција: 

(5.59)  
65

122

2

2






zz

zz
zG     

Решение: Со делење на полиномите во броителот и именителот од преносната функција 

(5.59) се добива: 

(5.60)    zG
zz

z
zG

~
2

65

118
2

2





  

Дробно-рационалната функција  zG
~

 има прости полови во 2z  и 3z , па 

нејзиниот развој во парцијални дропки е: 

(5.61)  
3

13

2

5

65

118~
2 












zzzz

z
zG  

Оттука, за Z сликата  zX  на моделираниот дискретен систем се добива: 

(5.62)              












 zY

zz
zYzGzYzGzX

3

13

2

5
2

~
2  

                           zY
z

zY
z

zY
3

13

2

5
2





  

Состојбените големини  kv1  и  kv2  се одбираат така што за нивните Z слики важи: 

(5.63)    zY
z

zV
2

1
1


  

(5.64)    zY
z

zV
3

1
2


  

па, со воведување на смените (5.63)-(5.64) во (5.62), за излезот  zX  се добива: 

(5.65)        zVzVzYzX 21 1352   

Равенките (5.63)-(5.65) го претставуваат бараниот модел во просторот на состојби на 

набљудуваниот дискретен систем: 

(5.66)      zYzVzzV  11 2  

(5.67)      zYzVzzV  22 3  

(5.68)        zVzVzYzX 21 1352   
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прикажан во z комплексното подрачје. Во просторот на оригиналите моделот (5.63)-

(5.65) гласи: 

(5.69)      kykvkv  11 21  

(5.70)      kykvkv  22 31  

(5.71)        kykvkvkx 2135 21   

Соодветната структурна блок-шема е прикажана на Слика 5.5. 

 

           

Слика 5.5. Структурна блок-шема на дискретниот систем од Задача 5.1 

 

 

Елементите на моделот (5.69)-(5.71) се: 

(5.72)    













30

02
A    










1

1
b    135 c    2d  

 

Задача 5.2. Со помош на директниот метод, да се опише во просторот на состојби 

дискретниот систем од Задача 5.1. 

 

Решение: За Z сликата  zW  на помошната променлива  kw  во конкретниот случај 

се добива: 

(5.73)    zY
zz

zW
21 651

1

 
  

од каде што непосредно следува: 

(5.74)        zYzWzzWzzW   21 65  
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Состојбените големини на моделираниот дискретен систем се одбираат во согласност 

со (5.28): 

(5.75)    zWzzV 1
1

  

                 zWzzV 2
2

  

па со нивно воведување во (5.74) се добива: 

(5.76)        zYzVzVzW  21 65  

Бараниот модел на дискретниот систем од Задача 5.1 во просторот на состојби добиен 

со директниот метод, во комплексното подрачје ќе биде: 

(5.77)          zYzVzVzWzzV  211 65  

                   zVzWzzzV 1
1

2    

(5.78)        zYzVzVzX 2118 21   

   

Слика 5.6.  Структурна блок-шема на моделот (5.79)-(5.80) 

 

или, во просторот на оригиналите: 

(5.79)        kykvkvkv  211 651  

                 kvkv 12 1   

(5.80)        kykvkvkx 2118 21   

Неговите елементи се: 

(5.81) 






 


01

65
A ,   










0

1
b ,    118 c ,   2d  

а соодветната структурна блок-шема е прикажана на Слика 5.6. 
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Задача 5.3. Со помош на директниот метод, да се состави модел во просторот на 

состојби на дискретниот систем со еден влез  ky  и еден излез  kx , чија што влезно-

излезна динамика е опишана со линеарната диферентна равенка од втор ред: 

(5.82)             kykykxkxkx 212.019.02   

Решение: Со Z –трансформација на диферентната равенка (5.82), под претпоставка на 

нулеви почетни услови, се добива: 

 

(5.83)            kykyZkxkxkxZ 212.019.02   

                        zYzzYzXzzXzXz 22.09.02   

                    zY
zz

zz
zY

zz

z
zX

21

21

2 2.09.01

2

2.09.0

2













  

Бараните состојбени големини  kv1  и  kv2  се определуваат преку помошната 

променлива  kw  дефинирана на следниот начин: 

(5.84)     zY
zz

zW
21 2.09.01

1
 

  

и тоа така што за нивните Z слики да важи: 

(5.85)     zWzzV 1
1

  

                   zWzzV 2
2

  

Тогаш: 

 

(5.86)     zWzzV 1  

                    zVzWzzzV 1
1

2  
 

Сликата  zW  може да се определи од равенката (5.84): 

(5.87)    





zY
zz

zW
21 2.09.01

1
 

                       zYzWzzWzzW 21 2.09.0  

                      zYzVzVzW 21 2.09.0  

                     zVzVzYzW 21 2.09.0   

па со воведување на изразот за  zW  во (5.86) се добива: 
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(5.88)        zVzVzYzzV 211 2.09.0   

                 zVzzV 12   

Равенките (5.88), заедно со равенката: 

(5.89)            zVzVzWzzzY
zz

zz
zX 21

21
21

21

22
2.09.01

2





 





 

го претставуваат бараниот модел во просторот на состојби на набљудуваниот дискретен 

систем, прикажан во комплексното подрачје. Во просторот на оригиналите, тој модел 

гласи: 

(5.90)        kvkvkykv 211 2.09.01   

                 kvkv 12 1   

                   kvkvkx 21 2  

и неговите елементи се: 

(5.91) 






 


01

2.09.0
A ,   










0

1
b ,    21c ,   0d  

Соодветната структурна блок-шема е прикажана на Слика 5.7. 

 

Слика 5.7.  Структурна блок шема кон моделот (5.90) 

 

Задача 5.4. Со помош на метод разгранет влез и излез, да се состави соодветниот 

модел во просторот на состојби на дискретниот систем со еден влез  kTy  и еден излез 

 kTx , чија што влезно-излезна динамика е опишана со линеарната диферентна равенка 

од втор ред: 

 

 

     

  

-0.9 

-0.2 

2 
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(5.92)             kTyTkykTxTkxTkx  1221.012  

Решение:  Со Z трансформација на диферентната равенка (5.92), под претпоставка на 

нулеви почетни услови, се добива: 

(5.93)              kTyTkykTxTkxTkxZ  1221.012  

                            kTyTkyZkTxTkxTkxZ  1221.012  

                               kTyZTkyZkTxZTkxZTkxZ  1221.012  

                        zYzzYzXzzXzXz  221.02
 

од каде што, по мало преуредување, непосредно следува: 

(5.94)            zXzYzzXzYzzX 21.02 11    

Динамиката на набљудуваниот дискретен систем, кој е од втор ред, ќе биде целосно 

опишана во просторот на состојби со најмалку две состојбени големини  kTv1  и  kTv2

, кои можат да се дефинираат на следниот начин: 

(5.95)         zVzXzYzzV 2
1

1 2  
 

                     zXzYzzV 21.01
2    

Равенките (5.95) се трансформираат во следните равенки: 

(5.96)         zVzXzYzzV 21 2   

                    zXzYzzV 21.02   

а равенката (5.94), по воведувањето на смените (5.95), станува: 

(5.97)     zVzX 1  

На равенките (5.96) во просторот на оригиналите им одговараат следните диферентни 

равенки: 

(5.98)          kTvkTxkTyTkv 21 21   

                      kTxkTyTkv 21.012   

а на равенката (5.97) ѝ одговара равенката: 

(5.99)      kTvkTx 1  
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Диферентните равенки од прв ред (5.98), чии решенија се состојбените големини на 

набљудуваниот дискретен систем, ги претставуваат равенките на векторот на состојба, 

додека равенката (5.99) e равенка на излезот на системот (5.92). Следствено, тие го чинат 

бараниот модел во просторот на состојби на зададениот дискретен систем, кој, по 

воведувањето на (5.99) во (5.98), го добива конечниот облик: 

(5.100)           kTvkTvkTyTkv 211 21      

                       kTvkTyTkv 12 21.01   

(5.101)       kTvkTx 2  

или, во матрична форма: 

(5.102) 

   

          kTybkTvAkTykTvTkv 




















1

2

021.0

11
1  

(5.103)           kTvckTvkTx  01  

Структурната блок-шема кон моделот (5.102) – (5.103) е прикажана на Слика 5.8. 

                 

Слика 5.8.  Структурна блок-шема на моделот (5.102) – (5.103) 

 

Задача 5.5. Со помош на методот разгранет влез и излез, да се опише во просторот на 

состојби дискретниот систем од Задача 5.1. 

 

Решение: Ако Z сликата  zX  на одѕивот од набљудуваниот дискретен систем се 

претстави во облик: 

(5.104)               zYzzYzzYzXzzXzzX 2121 2265  

                                    zXzYzzXzYzzY 6522 21
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                                  zXzYzzXzYzzY 652 2 11    

 

станува очигледно како можат да се одберат состојбените големини на моделираниот 

дискретен систем. Нека: 

(5.105)             zVzXzYzzV 2
1

1 52    

                        zXzYzzV 6 1
2    

Тогаш: 

(5.106)         zVzYzX 12   

па бараниот модел ќе биде: 

(5.107)            kykvkxkv 2 51 21   

                       kykxkv  612  

             _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

                          kvkykx 12   

 

            

Слика 5.9.  Структурна блок-шема на моделот (5.108) – (5.109) 

 

Дефинитивниот облик на (5.107) се добива по елиминирањето на  kx  од равенките на 

векторот на состојба: 
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(5.108)         kykvkvkv 8 51 211   

                     kykvkv 1161 12   

                     kvkykx 12   

или, во матричен облик: 

(5.109)       
























 kTykTvTkv

11

8

06

15
1  

(5.110)        kykTvkTx 201   

Елементите на моделот (5.109) – (5.110) се: 

(5.111) 













06

15
A    














11

8
b     01c    2d  

а соодветната структурна блок-шема е прикажана на Слика 5.9. 
 

Задача 5.6. Со помош на постапката разгранет влез и излез да се состави соодветен 

модел во просторот на состојби за дискретниот систем со еден влез   1ky  и еден излез 

 kx , чија што влезно излезна динамика е опишана со линеарната диферентна равенка 

од втор ред: 

(5.112)                 01   ,10   ;21324.013.12  xxkykykykxkxkx  

Решение: Со Z –трансформација на диферентната равенка (5.112), под претпоставка на 

нулеви почетни услови, се добива: 

(5.113)             kykykykxkxkxZ 21324.013.12   

                           kykykyZkxkxkxZ 21324.013.12   

                               kxZkxZkxZkxZkxZkxZ 21324.013.12   

                         zYzzYzYzzXzzXzXz 234.03.1 22   

од каде што, по мало средување, непосредно следува: 

(5.114)              zXzYzzXzYzzYzX 4.023.13 11    

Динамиката на набљудуваниот дискретен систем, кој е од втор ред, ќе биде целосно 

опишана во просторот на состојби со две состојбени големини  kTv1  и  kTv2 , кои 

можат да се дефинираат на следниот начин: 

(5.115)       zXzYzzV 4.021
1    

                       zVzXzYzzV 1
1

2 3.13    

Равенките (5.115) се трансформираат во следните равенки: 
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(5.116)      zXzYzzV 4.021   

                     zVzXzYzzV 12 3.13   

а равенката (5.114), по воведувањето на смените (5.115), станува: 

(5.117)      zVzYzX 2  

На равенките (5.116) - (5.117) во просторот на оригиналите им одговараат следните 

диферентни равенки: 

(5.118)      kxkykv 4.0211   

                      kvkxkykv 12 3.131   

                    kvkykx 2  

Првите две равенки во овој модел се диферентни равенки од прв ред, чии решенија се 

состојбените големини на набљудуваниот дискретен систем, па тие ги претставуваат 

равенките на состојба на системот, додека последната равенка е равенка на излезот од 

системот. Со воведување на третата равенка во првите две, моделот (5.118) го добива 

конечниот облик: 

(5.119)      kvkykv 21 4.06.11   

                     kTvkTvkykv 212 3.13.31   

                          kvkykx 2  

или, во матричен облик: 

(5.120)          kybkvAkykvkv 















 


3.3

6.1

3.11

4.00
1  

                              kykvckykvkx  10  

Соодветната структурна блок-шема за овој модел е прикажана на Слика 5.10. 

 

Почетните услови на (5.120) се определуваат на следниот начин: 

(5.121)       0110002  yxv  

                     1101112  yxv  

                           3.40103.303.1003.31 11212  vvvvyv  

па, следствено: 
 

(5.122)  
 

  


















0

3.4

0

0
0

2

1

v

v
v  
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Слика 5.10. Структурна блок-шема на моделот (5.121) 

 

Задача 5.7. Да се состави сериски модел во просторот на состојби на дискретниот 

систем од Задача 5.1. 

 

Решение: Со оглед на тоа дека полиномите во броителот и именителот од преносната 

функција на моделираниот дискретен систем (5.59) се со ист степен, најнапред се врши 

нивно еднократно делење, при што се добива (5.60). Дробно-рационалната функција 

 zG
~

 во (5.60) има два прости реални полови во 21 z  и 32 z  и една проста реална 

нула во 
8

11
1 w  , па може да се запише во следниот факторизиран облик: 

(5.123)  
  32

118~






zz

z
zG     

Тогаш, за Z сликата  zX  на одѕивот  kx  од набљудуваниот дискретен систем (5.59) 

се добива: 

(5.124)    
  

 zY
zz

z

zYzX
32

8

11
8

2












  

 

Состојбените големини  kv1  и  kv2  се одбираат така што нивните Z слики се: 

(5.125)  
 

 zY
z

zV
2

8
1
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 zV
z

z

zV 12
3

8

11













  

Равенките на векторот на состојба на набљудуваниот дискретен систем се добиваат со 

преуредување на равенките (5.125) и елиминирање на членовите    2,1   izzVi  од нив: 

(5.126) 

     

     



























zVzzVz

zYzVz

12

1

8

11
3

82

 

 

               

     

     



























zVzzVzzV

zYzVzzV

122

11

8

11
3

82

 

             

     

       















zYzVzVzzV

zYzVzzV

8
8

5
3

82

122

11

 

Следствено, бараниот модел во просторот на состојби ќе биде: 

(5.127)      zYzVzzV 82 11   

                     zYzVzVzzV 8
8

5
3 122   

                      zVzYzX 22   

односно: 

(5.128)      kykvkv 821 11   

                      kykvkvkv 8
8

5
31 122   

                    kvkykx 22   

Елементите на моделот (5.127) се: 
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(5.129) 



















3
8

5
02

A    









8

8
b     10 c    2d  

а неговата структурна блок-шема е прикажана наСлика 5.11. 

 

                     

Слика 5.11. Структурна блок-шема на серискиот модел во просторот на состојби на   дискретниот 

систем (5.128) 

 

Задача 5.8. Да се претстави во просторот на состојби дискретниот систем со модел: 

(5.130)           01,10   ;42 2  xxkykxkx  

каде што  ky  е влезот, а  kx  е излезот на системот и, потоа, врз основа на добиениот 

модел во просторот на состојби, да се определи неговата преносна функција  zG . 

 

Решение: За претставување на зададениот дискретен систем од втор ред во просторот 

на состојби потребни се две состојбени големини  kv1  и  kv2 , кои можат да се 

дефинираат на следниот начин: 

(5.131)    kTxkTv 1  

(5.132)    kTxkTv 2  

Тогаш, од (5.130), (5.131) и (5.132) непосредно следува: 

(5.133)      kTvkTxkTv 21   

                      kTvkTykTxkTv 2
2

2 25.0   

при што (5.133) претставуваат диферентни равенки од прв ред со еквивалентен облик: 

(5.134)       kTvkTvTkv 211 1   

                    kTvkTyTkv 22 35.01   

_ 
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чии што решенија се состојбените големини на набљудуваниот дискретен систем. Тие 

се диферентните равенки на векторот на состојби и заедно со равенката на излезот: 

(5.135)    kTvkTx 1  

го чинат бараниот модел во просторот на состојби на набљудуваниот дискретен систем. 

Во матричен облик моделот (5.134) – (5.135) може да се претстави на следниот начин: 

(5.136)       kTykTvTkv 


















5.0

0

30

11
1  

                            kTvkTx 01  

со почетни услови: 

(5.137)   











1

1
0v  

Структурната блок-шема, која одговара на моделот (5.136), е прикажана на Слика 5.12. 

Преносната функција  zG  на дискретниот систем (5.130) може да се определи врз 

основа на (5.136) на следниот начин: 

(5.138)       










































5.0

0

30

11
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01
01

1
1

zbAIzczG  

                        























5.0

0
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5.0
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3   ,
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1

5.0

0
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 z
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Слика 5.12. Структурна блок-шема на моделот (5.136) 
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Задача 5.9. Да се состави соодветен модел во просторот на состојби за затворениот 

динамички систем од Слика 5.13, ако: 

(5.139)   
s

sG
1

1   

(5.140)   
1

1
2




s
sG  

(5.141)   
2

2
3




s
sG  

(5.142)   
10

40
4




s
sG  

 (Упатство: да се усвои дека 3.01 e , 1.02 e , 010 e .) 

 

 

 

 

 

Слика 5.13. Илустрација кон Задача 5.9 

 

Решение: Дискретната преносна функција на набљудуваниот затворен систем е: 

(5.143)   
   

     zGGGzGGzGG

zGGzGG
zG

4313121

3121

1 
  

каде што  zGG 21 ,  zGG 31  и  zGGG 431  се следните дискретни преносни функции: 

(5.144)         
 




















 

1

11
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1
21

ss
LZsGsGLZzGG  

                             






































1

1
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11

ez

z

z

z
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1   ;
3.01

7.0
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 z
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z

z

z

z

z
 

(5.145)          
 




















 

2

21
31

1
31

ss
LZsGsGLZzGG  

 

.1sT   .1sT   

 sE2   sE1   sX

 

 sY  

 sG1   sG2   sG1   sG3  

 sG4  
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(5.146)            
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1
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z

z
   

Тогаш, со воведување на изразите (5.144), (5.145) и (5.146) во (5.143), за дискретната 

преносна функција  zG  се добива следниот конкретен израз: 

(5.147)  
006.046.099.11.1

63.0

234

2




zzzz

z
zG  

Бидејќи дискретниот модел (5.147) е од четврти ред, за негово претставување во 

просторот на состојби се потребни најмалку четири состојбени големини:  kv1 ,  kv2 , 

 kv3  и  kv4 . Еден начин тие да се изберат, е преку помошната променлива  kw , на 

следниот начин: 

(5.148)    zWzzV 1
1

  

(5.149)    zWzzV 2
2

  

(5.150)    zWzzV 3
3

  

(5.151)    zWzzV 4
4

  

од каде што непосредно следува: 

(5.152)    zWzzV 1  

(5.153)      zVzWzzzV 1
1

2    

(5.154)      zVzWzzzV 2
2

3  
 

(5.155)      zVzWzzzV 3
3

4  
 

или, во просторот на оригиналите: 
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(5.156)    kwkv 11  

(5.157)    kvkv 12 1   

(5.158)    11 23  kvkv  

(5.159)    kvkv 34 1   

Равенките (5.156) – (5.159) ги претставуваат равенките на векторот на состојба на 

набљудуваниот дискретен систем.  

 

За да се пресмета конкретниот израз за помошната променлива  kw , дискретната 

преносна функција (5.147) се доведува на облик: 

(5.160)  
4321

2

006.046.099.11.11

63.0








zzzz

z
zG  

па, за Z сликата  zW  се усвојува: 

(5.161)    zY
zzzz

zW
4321 006.046.099.11.11

1

 
  

Преку смените (5.148) – (5.151), равенката (5.161) може да се претстави во следниот 

попогоден облик: 

(5.162)      zWzzzz 4321 006.046.099.11.11  

                          zWzzWzzWzzWzzW 4321 006.046.099.11.1  

                          zYzVzVzVzVzW  4321 006.046.099.11.1  

од каде, за помошната променлива  kw  се добива: 

(5.163)            kykvkvkvkvkw  4321 006.046.099.11.1  

Така, равенките на векторот на состојба (5.156) – (5.159) го добиваат следниот конечен 

облик: 

(5.164)            kykvkvkvkvkv  43211 006.046.099.11.11  

(5.165)    kvkv 12 1   

(5.166)    11 23  kvkv  

(5.167)    kvkv 34 1   

Со смената (5.161), равенката на излезот на набљудуваниот дискретен систем во z

комплексното подрачје може да се претстави на следниот начин: 
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(5.168)          zVzWzzYzGzX 2
2 63.063.0     

или, во просторот на оригиналите:  

(5.169)    kvkx 263.0  

Следствено, равенките (5.164) – (5.167) и (5.169) претставуваат еден дискретен модел на 

набљудуваниот затворен систем од Слика 5.13 во просторот на состојби. 

 
Задача 5.10. Да се определат половите на дискретниот динамички систем од втор ред, 

опишан со следниот модел во просторот на состојби: 

(5.170)       kTy
T

kTv
T

Tkv 















 


1

)2cos(

01

1)2cos(2
1

 

                     kTykTvkTx  01  

Решение: Преносната функција на набљудуваниот дискретен динамички систем може 

да се определи според изразот: 

(5.171)    
 
 

b
AIz

AIzadj
cbAIzczG








det

T
1

 

Оттука, неговиот карактеристичен полином  za , ќе биде: 

(5.172)     





z

Tz
AIzza

1

1)2cos(2
det  

                           1,1cos22   zezezTzz TjTj
 

Тој има две прости нули и тие се бараните полови на набљудуваниот систем: 

(5.173) Tjez 2,1  

 

Задача 5.11. Да се определи дискретната преносна функција  zG  на еден систем на 

автоматско управување, опишан со следниот модел во просторот на состојби: 

(5.174) 

 

      kTukTv
a

Tkv 


















1

1

6.01

8.0
1  

                   kTvkTx 11  

 

и да се испита неговата стабилност во зависност од вредностите на променливиот 

параметар a . 

 

Решение: Дискретната преносна функција  zG  на системот (5.174) е дадена со изразот: 
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(5.175)     









































1

1

6.01

8.0

0

0
11

1
a

z

z
zG  

                       























1

1

6.01

8.0
11

1

z

az
 

                     

 
  

























1

1

8.01

6.0

8.06.0

11

z

az

azz
 

                     

 
48.02.0

2.12

1

1

48.02.0

8.04.0
22 

















azz

az

azz

azz
 

а неговиот карактеристичен полином  za  e: 

(5.176)   48.02.02  azzza  

Условите полиномот (5.176) да биде Хурвицов z-полином гласат: 

(5.177) 072.048.02.01  aa  

(5.178) 048.148.01  aa  

(5.179) 032.048.02.01  aa  

и тие се сведуваат на неравенството: 

(5.180) 48.132.0  a  

со кое е дефинирана параметарската област на стабилност на зададениот дискретен 

систем (5.174). Таа претставува интервал дозволени вредности на параметарот a за кои 

набљудуваниот дискретен систем ќе биде стабилен. 

 

Задача 5.12. Да се определи векторот на состојба  kTv  на дискретниот систем со 

модел во просторот на состојби од општ облик: 

(5.181)       kTybkTvATkv 1  

(5.182)    kTvckTx   

ако: 

(5.183)    









0;1

0;0

k

k
kThkTy

   

   
 

(5.184) 




















1

1
,

116.0

10
bA     
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(5.185)   











1

1
0v  

Решение: Со Z трансформација на системот равенки (5.181)-(5.182), за Z сликата 

 zV  на векторот на состојба  kTv  на набљудуваниот дискретен систем се добива:  

(5.186)         


zYbvzAIzzV 0
1

 

                      


























12116.0

1
1

z

z

z

z

z

z
 

                      
   


























z

z

z

z

zzz

z

216.0

11

8.02.01
 

                      
   

   



























8.02.01

84.1

8.02.01

2

23

3

zzz

zz

zzz

zz

 

од каде што, со примена на инверзната Z трансформација, за  kTv  непосредно 

следува: 

(5.187)  
   

   
0;

8.095.12.057.039.0

8.044.22.083.239.1













 kkTv

kk

kk

    

Задача 5.13. Да се определи дискретната преносна функција  zG  и одѕивот  kTx  на 

дискретниот систем со следниот модел во просторот на состојби: 

(5.188) 

 

      kTukTvTkv 




















1

0

32

10
1  

(5.189)       kTvkTx 10  

ако: 

(5.190)   00 v  

(5.191)    









0;1

0;0

k

k
kThkTu

   

   
 

Решение: Дискретната преносна функција  zG  на набљудуваниот дискретен систем со 

модел (5.188) - (5.189) e: 
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(5.192)  
 
 

 
 
 








b

AIz

AIzadj
cbAIzc

zU

zX
zG

T

det

1
 

                       
  

2;
21232







 z
zz

z

zz

z
    

Оттука, за Z сликата  zX  на неговиот одѕив  kTx  се добива: 

(5.193)      
   21

2

2




zz

z
zUzGzX  

Оригиналот  kTx  кон   Z сликата  zX , дадена со (5.193) може да се определи со 

нејзин развој во парцијални дропки: 

(5.194) 
 

 











211

32
2

1

z

c

z

c

z

c

z

zX
 

                       
  2

2

1

2

1

1
2 












zzz
 

па, од (5.194) следува: 

(5.195) 

 

    
 





















 

2

2

1

2

1
2

11

z

z

z

z

z

z
ZzXZkTx  

                         0;22 1   kk k     

 

Задача 5.14. Со помош на критериумот на I. E. Jury, да се испита стабилноста на 

дискретниот систем опишан со следниот модел во просторот на состојби: 

(5.196)       kTykTTk







































4.0

1

0

0004.0

1053.0

014.1

1 vv  

(5.197)      kTkTx v001  

Решение: Карактеристичниот полином на набљудуваниот дискретен систем е: 

(5.198)       







 zzz

z

z

z

AIzza 53.004.04.1

004.0

153.0

014.1

det 2  

                      

04.053.04.1 23  zzz  
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и, со негова проверка според критериумот на I. E. Jury, се заклучува дека тој е Хурвицов 

z полином. Следствено, набљудуваниот дискретен систем е стабилен. Проверката на 

стабилност на системот (5.196)-(5.197) е дадена во долната таблица. 

(5.199)   009.004.013.004.053.04.111 a  

(5.200)     097.253.044.204.053.04.1111
3

 a  

(5.201) 04.01   

(5.202) 474.09984.0   

 

Таблица 5.1. Испитување на стабилноста на системот од задача 5.14 според I. E. 

Jury  

    

 1 -1.4  0.53 -0.04 

-0.04  0.53 -1.4  1 

 0.9984 -1.3788  0.474  

 

 

Задача 5.15. Со помош на методот разгранет влез и разгранет излез, да се состави 

дискретен модел во просторот на состојби за затворениот динамички систем од Слика 

5.14 со влез  ty  и излез  tx . Потоа, со помош на критериумот на I. E. Jury да се испита 

стабилноста на добиениот дискретен модел. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

                                         
Слика 5.14. Илустрација кон Задача 5.15                                                                                           

 

Да се претпостави дека .1sT   и: 

(5.203)  
2ln

1
1




s
sG  

 

 sX

 

 sE   sY  

 sG1   sG2   sG3  

 sG4  
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(5.204)  
3ln

1
2




s
sG  

(5.205)  
4ln

1
3




s
sG

 

(5.206)  
2ln

2ln
14




s
sG  

 

Решение: Со примена на правилата на алгебрата на блок-шемите и правилата за 

дискретно еквивалентирање континуални системи, за дискретната преносна функција 

на системот од Слика 5.14 се добива: 

(5.207)  
 
 

     
          1145896

24

1 23

3

321432

321







zzz

z

zGzGzGzGGzG

zGzGzG

zY

zX
zG  

каде што: 

(5.208)        









  theZ

s
ZsGZzG t 2ln

11
2ln

1
 

                        
2

1
   ,

12

2

212

1




























 z

z

z

z

z
thZ

t

 

(5.209)          









  theZ

s
ZsGZzG t 3ln

22
3ln

1
 

                          
3

1
   ,

13

3

313

1




























 z

z

z

z

z
thZ

t

 

(5.210) 
  

       









  theZ

s
ZsGZzG t 4ln

33
4ln

1
 

                          
4

1
   ,

14

4

414

1




























 z

z

z

z

z
thZ

t

 

(5.211)          


































2ln

1

2ln

2ln
1

4ln

1
4343

s
Z

ss
ZsGsGZzGG  

                              
2

1
   ,

12

2

212

1




























 z

z

z

z

z
thZ

t
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Еден модел во просторот на состојби на набљудуваниот затворен дискретен систем 

(5.207) се добива со постапката на разгранет влез и излез, така што неговиот одѕив  zX  

ќе се претстави на следниот начин: 

(5.212)      zYzzXzzz 323 241145896   

                       zYzzXzzXzXzzXz 323 24145896   

                       zYzzXzzXzXzzXz 323 24145896   

                       zYzXzzXzzXzzX
4

1

96

1

48

7

48

29 321    

(5.213)          
























  zXzzXzzXzzYzX

96

1

48

7

48

29

4

1 111
 

и состојбените големини  zV1 ,  zV2 и  zV3  ќе се изберат на следниот начин: 

(5.214)       








  zVzXzzV 2
1

1
48

29
 

(5.215)       








  zVzXzzV 3
1

2
48

7
 

(5.216)     







  zXzzV

96

11
3  

Тогаш, за равенките на векторот на состојби и равенката на излезот во комплексното 

подрачје се добива: 

(5.217)       zVzXzzV 21
48

29
  

(5.218)       zVzXzzV 32
48

7
  

(5.219)     zXzzV
96

1
3   

(5.220)       zVzYzX 1
4

1
  

или, во просторот на оригиналите: 

(5.221)       kvkxkv 21
48

29
1   

(5.222)        kvkxkv 32
48

7
1   
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(5.223)       kxkv
96

1
13   

(5.224)      kvkykx 1
4

1
  

Со воведување на (5.224) во (5.221) – (5.223), конечно се добива: 

(5.225)        kykvkvkv
192

29

48

29
1 211   

(5.226)        kykvkvkv
192

7

48

7
1 312   

(5.227)      kykvkv
384

1

96

1
1 13   

(5.228)      kvkykx 1
4

1
  

Равенките (5.225) – (5.228) го претставуваат бараниот модел во просторот на состојби 

на дискретниот систем (5.207), со следните елементи: 

(5.229) 


























00
96

1

10
48

7

01
48

29

A ,   



















1

14

58

384

1
b ,    001c ,   

4

1
d  

Карактеристичниот полином на набљудуваниот дискретен систем (5.207) е: 

(5.230)   1145896 23  zzzza  

и, со проверка според критериумот на I.E. Jury, се заклучува дека тој е Хурвицов z  

полином: 

(5.231)   05111458961 a  

(5.232)     0169114589611
3

 a  

(5.233) 196   

(5.234) 12869215   

Следствено, дискретниот модел (5.207) е стабилен. 
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Таблица 5.2. Испитување на стабилноста на системот од Задача 5.15 според I. E. 

Jury  

     

1  96 -58  14 -1 

2 -1  14 -58   96 

3  9215 ......  1286  

 

 

Задача 5.16. Да се состави дискретниот модел во просторот на состојби на 

континуалниот динамички систем од втор ред со еден влез  ty  и еден излез  tx , 

опишан со неговата преносна функција: 

(5.235) 0Re   ,
)1(

2
)( 




 s

ss

s
sG  

ако се претпостави дека .1sT   и влезот на системот е од облик:  

(5.236) ,...2,1,0   ;)1(   ),()(  kTktkTkTyty  

 

Решение: Еден начин да се опише зададениот континуален систем во просторот на 

состојби е со воведување на помошната променлива  tw  на следниот начин: 

(5.237) 
)(

)(

)1(

2
)(

sY

sX

ss

s
sG 




  

(5.238) )(
)1(

2
)( sY

ss

s
sX




  

(5.239) )(
)1(

1
)( sY

ss
sW


  

Тогаш, за L-сликата )(sX  на одѕивот  tx  na набљудуваниот континуален систем 

(5.235), се добива: 

(5.240) )()2()( sWssX   

На равенките (5.239) и (5.240) во просторот на оригиналите им одговараат следните 

равенки: 

(5.241) )()()( tytwtw   

(5.242) )(2)()( twtwtx   

кои, со воведување на смените: 
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(5.243) )()(1 twtv   

(5.244) )()(2 twtv   

се трансформираат во равенките: 

(5.245) )()( 21 tvtv   

              )()()( 22 tytvtv   

(5.246) )()(2)( 21 tvtvtx   

Променливите  kTv1  и  kTv2  претставуваат состојбени големини на набљудуваниот 

континуален систем, па, следствено, равенките (5.245) се равенки на векторот на 

состојба, а (5.246) е равенката на излезот на моделот во просторот на состојби на 

континуалниот систем (5.235). Матричниот облик на моделот (5.245) – (5.246) гласи: 

(5.247)      )(
1

0
)(

10

10
)( tytvtybtvAtv 



















  

(5.248)       )(12)( tvtdytvctx   

и тој има дискретен еквивалент од облик: 

(5.249)       kTybkTvATkv
~~

1   

(5.250)      kTydkTvckTx
~~   

каде што:  

(5.251)   ddccdtbebTfeA

T
tATA  

~
   ,~   ,

~
   ,

~

0

 

Фундаменталната матрица  tf  на системот (5.245) – (5.246) е: 

(5.252)    
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а со нејзина помош се пресметува: 
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(5.253)  
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Оттука, еден дискретен модел во просторот на состојби на зададениот континуален 

систем (5.235) е моделот: 

(5.255)  )(
63.0

37.0
)(

37.00

63.01
))1(( kTykTvTkv 

















  

(5.256)    )(12)( kTvkTx   

 

Задача 5.17. Да се состави дискретен модел во просторот на состојби на континуалниот 

систем од втор ред со еден влез  ty  и еден излез  tx  со модел: 

(5.257) )(
1

0
)(

2

10
)( 2 tytvtv 



















  

(5.258) )()( tvctx   

под претпоставка, дека влезот  ty  е од облик (5.236). 

 

Решение: Фундаменталната матрица )(tf  на системот (5.257) - (5.258) се определува 

на следниот начин: 

(5.259) 
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каде што 1s  и 2s  се нули на полиномот: 



ДИСКРЕТНИ СИСТЕМИ ВО ПРОСТОРОТ НА СОСТОЈБИ 

 

    ЗБИРКА ЗАДАЧИ ПО ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ      269 

 

(5.260)      21
22 2 sssssssa   

и тие, со оглед на тоа дека  претставува фактор на релативно пригушување во системот 

помало од 1, изнесуваат: 

(5.261)  2
2,1 1  js  

Тогаш, за елементите на )(tf се добива: 

(5.262)    
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па, бараниот дискретен модел на системот (5.257) - (5.258), е определен со матрицата: 

(5.266)  TfA 
~

 

и векторот: 

(5.267) 
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Задача 5.18. Даден е стабилниот континуален динамички систем со преносна 

функција: 

(5.268)    20Re   ,
105.0

12.0





 s

s

s
sG  

со влез  ty  и излез  tx . Да се најде дискретниот еквивалент на моделот (5.268) за 

влезна возбуда од облик: 
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(5.269)  ,...2,1,0   ;)1(   ),()(  kTktkTkTyty  

и да се определи положбата на неговата нула и пол во z комплексната рамнина. 

 

Решение: Еден модел во просторот на состојби на зададениот континуален систем 

(5.268) е : 

(5.270)       tytvtv  20  

                     tytvtx 460   

а за неговиот дискретен еквивалент се добива: 

(5.271)          
T

tT dtkTyekTveTkv

0

20201  

                             kTyekTve
T

tT

0

2020 05.0  

                             kTyekTve TT 2020 105.0  
 

                    kTkTvkTx 460   

Оттука, дискретната преносна функција  
 
 zY

zX
zG   на набљудуваниот континуален 

систем ќе биде: 

(5.272)  
 
 

      4105.060 20120 TT eez
zY

zX
zG  

                       
T

T

T

ez
ez

ez 20

20

20

   ,
34 









  

Функцијата (5.272) има една конечна нула во точката: 

(5.273)   Tez 200 3
4

1   

и еден пол во точката: 

(5.274)  Tez 20*   

Лесно се проверува дека и двете точки припаѓаат на областа 1z . 

 

Задача 5.19. Да се состави дискретен модел во просторот на состојби аа континуалниот 

динамички систем од втор ред со еден влез  ty  и еден излез  tx , кој е опишан со 

преносната функција: 
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(5.275)  1Re   ,
23

3
)(

2





 s

ss

s
sG  

ако се претпостави дека влезот на системот е од облик:  

(5.276)  ,...2,1,0   ;)1(   ),()(  kTktkTkTyty  

Потоа да се испита стабилноста на добиениот дискретен систем. 

 

Решение: Еден модел во просторот на состојби на зададениот континуален систем 

(5.275) е: 

(5.277)  )()( 21 tvtv   

                 )()(32)( 212 tytvtvtv   

(5.278) )()(3)( 21 tvtvtx   

а, за неговата фундаментална матрица  tf  се добива: 

(5.279)    
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Со нејзина помош се пресметуваат елементите на дискретниот еквивалент на моделот 

(5.277) – (5.278): 

(5.280)  
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па, оттука, еден дискретен модел во просторот на состојби на зададениот континуален 

систем (5.275) е моделот: 
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(5.283)     )(13)( kTvkTx   

Карактеристичниот полином на дискретниот еквивалент (5.282) – (5.283) се пресметува 

како детерминанта на матрицата AIz
~

 : 

(5.284)     
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                             TTTTTTTT eeeeeezeez 2222 2222  

                          TTTTT ezezezeez 2322    

и тој има два прости реални пола во точките: 

(5.285) TT ezez 2
21    ,    

кои лежат во внатрешноста на единичниот круг 1z . Следствено, дискретниот модел 

(5.282) – (5.283) е стабилен.   

 

Задача 5.20. Да се состави дискретниот модел во просторот на состојби на еден 

континуален динамички систем од втор ред со еден влез y(t) и еден излез x(t), опишан 

со својата преносна функција: 

(5.286) 0Re   ,
)2(

3
)( 




 s

ss

s
sG  

ако се претпостави дека влезот на системот е од облик: 

(5.287) ,...2,1,0   ;)1(   ),()(  kTktkTkTyty  

Потоа да се испита управливоста на така добиениот дискретен модел. 

 

Решение: Еден начин да се опише зададениот континуален систем во просторот на 

состојби е со воведување на помошната променлива  th  на следниот начин: 

(5.288) 
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)(

)2(
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(5.290) )(
)2(

1
)( sY

ss
sH


  

Тогаш, со воведување на смената (5.290) во (5.289), за L-сликата )(sX  на одѕивот )(tx  

на набљудуваниот континуален систем (5.286), се добива: 

(5.291) )()3()( sHssX   

На равенките (5.290) и (5.291) во просторот на оригиналите им одговараат следните 

равенки: 

(5.292) )()(2)( tythth   

(5.293) )(3)()( ththtx   

кои со воведување на смените: 

(5.294) )()(1 thtv   

(5.295) )()(2 thtv   

се трансформираат во равенките: 

(5.296) )()( 21 tvtv   

               )()(2)( 22 tytvtv   

(5.297) )()(3)( 21 tvtvtx   

Променливите  kTv1  и  kTv2  се состојбени големини на набљудуваниот континуален 

систем, па, следствено, равенките (5.296) се диференцијалните равенки на векторот на 

состојби, а (5.297) е равенката на излезот од моделот во просторот на состојби на 

континуалниот систем (5.286), чиј што матричен облик гласи: 

(5.298)    tybtvAtytvtv 
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0
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(5.299)      tdytvctvtx  )(13)(  

Моделот (5.298) - (5.299) го има следниот дискретен еквивалент: 

(5.300)       kTybkTvATkv
~~

1   

(5.301)      kTydkTvckTx
~~   

каде што елементите: 

(5.302)   ddccdtbebTfeA
T

tATA 
~

   ,~   ,
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   ,
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0

 

се пресметуваат со помош на фундаменталната матрица )(tf : 
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(5.304) 
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Оттука, еден дискретен модел во просторот на состојби на зададениот континуален 

систем (5.286), е моделот: 

(5.306) )(
375.0

159.0
)(

25.00

375.01
))1(( kTykTvTkv 

















  

(5.307)   )(13)( kTvkTx   

За да се испита управливоста на дискретниот модел (5.306) - (5.307) со ред 2n , се 

формира матрицата: 

(5.308)     







 

094.0375.0

300.0159.0
          12 bAbbAbAbAbM n

 

чија детерминанта е: 

(5.309) 015.0
094.0375.0

300.0159.0
M  

Следствено, дискретниот модел (5.306) - (5.307) на зададениот континуален систем 

(5.286) е целосно управлив. 

 

Задача 5.21. Да се состави дискретен модел во просторот на состојби на еден 

континуален динамички систем од втор ред со еден влез  ty  и еден излез  tx , опишан 

со неговата преносна функција: 

(5.310) 0Re   ,
)12.0(

20
)( 


 s

ss
sG  

ако се претпостави дека .1sT   и влезот на системот е од облик:  
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(5.311) ,...2,1,0   ;)1(   ),()(  kTktkTkTyty  

Дали може да се определи управување )(kTy , кое добиениот дискретен модел ќе го 

преведе од произволна почетна состојба   00 vv   во координатниот почеток за два 

периода на дискретизација T . 

 

Решение: Од дефиницијата на преносната функција 
)(

)(
)(

sY

sX
sG   и (5.310) следува: 

(5.312) )(
)12.0(

20
)( sY

ss
sX


  

а со воведување на смената  sW : 

(5.313) )(
)5(

1
)( sY

ss
sW


  

за L-сликата )(sX  на одѕивот )(tx  na набљудуваниот континуален систем (5.310) се 

добива: 

(5.314) )(100)( sWsX   

На равенките (5.313) и (5.314) во просторот на оригиналите им одговараат следните 

равенки: 

(5.315) )()(5)( tytwtw   

(5.316) )(100)( twtx   

кои, со воведување на смените: 

(5.317) )()(1 twtv   

(5.318) )()(2 twtv   

се трансформираат во системот: 

(5.319) )()( 21 tvtv   

              )()(5)( 22 tytvtv   

(5.320) )(100)( 1 tvtx   

Равенките (5.319) се равенки на векторот на состојба, а (5.320) е равенка на излезот од 

моделот во просторот на состојби на континуалниот систем (5.310), чиј матричен облик 

гласи: 
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(5.321)    tybtvAtytvtv 
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Фундаменталната матрица  tf  на системот (5.321) – (5.322) е: 
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па, елементите A
~

 и b
~

 на неговиот дискретен еквивалент се: 
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Следствено, еден дискретен модел во просторот на состојби на зададениот континуален 

систем (5.310) е моделот: 

(5.326) 
   

 
)(

1
5

1

1
25

1

5)(

0

1
5

1
1

))1((
5

5

5

5

kTy

e

e
T

kTv

e

e
Tkv

T

T

T

T














































 

(5.327)   )(0100)( kTvkTx   

За да може да се оствари поставената задача на управување, добиениот дискретен модел 

(5.326) – (5.327) од произволна почетна состојба   00 vv   да се преведе во крајната 

состојба   02 Tv , потребно е моделот да биде целосно управлив во однос на 

состојбите. Оттука, следен чекор е да се формира матрицата на управливост M на 

набљудуваниот дискретен систем и да се провери нејзиниот ранг. Таа, во конкретниот 

случај изнесува: 

(5.328)  
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и, со проверка, може да се утврди дека нејзината детерминанта секогаш е различна од 

нулата: 
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(5.329) 
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Следствено, дискретниот модел (5.326) – (5.327) е целосно управлив, што значи дека 

постои управување )(kTy , кое ќе го преведе од произволна почетна состојба   00 vv   

во координатниот почеток за два периода на дискретизација T . Тоа управување се 

добива како решение на матричната равенка: 

(5.330)      TybybAvA  000
2

 

 

Задача 5.22. Да се состави моделот во просторот на состојби на континуалниот 

динамички систем од втор ред со еден влез y(t) и еден излез x(t), опишан со неговата 

преносна функција: 

(5.331) 0Re   ,
4

4
)(

2



 s

s
sG  

Потоа, под претпоставка дека е исполнет условот (5.311), да се состави еквивалентен 

дискретен модел на овој систем во просторот на состојби и да се испита дали условите 

за целосна управливост и набљудливост на дискретниот модел зависат од периодот на 

дискретизација T. 
 
Решение: Со оглед на дефиницијата на една преносна функција, за дадениот 

континуален систем може да се запише: 

(5.332) 
)(

)(

4

4
)(

2 sY

sX

s
sG 


  

Оттука, непосредно следува: 

(5.333) )(
4

4
)(

2
sY

s
sX


  

Со воведување на помошната променлива  tw , така што за нејзината L-слика да важи: 

(5.334) )(
4

1
)(

2
sY

s
sW


  

равенката (5.333) се трансформира во равенката: 

(5.335) )(4)( sWsX   

На равенките (5.334) и (5.335) во просторот на оригиналите им одговараат следните 

равенки: 
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(5.336) )()(4)( tytwtw   

(5.337) )(4)( twtx   

кои, со воведување на состојбените големини  kTv1  и  kTv2 : 

(5.338) )()(1 twtv   

(5.339) )()(2 twtv   

поминуваат во равенките: 

(5.340) )()( 21 tvtv   

              )()(4)( 12 tytvtv 
 

(5.341) )(4)( 1 tvtx   

Равенките (5.340) – (5.341) го претставуваат моделот во просторот на состојби на 

континуалниот систем (5.331), чиј матричен облик е: 

(5.342) )(
1

0
)(

04

10
)( tytvtv 



















  

(5.343)   )( 04)( tvtx   

Фундаменталната матрица )(tf на системот (5.342) – (5.343) гласи: 

(5.344)    





















 





1
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1
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s
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)2cos()2sin(2

)2sin(
2

1
)2cos(

4

1

4

1

2

1

tt

tt

s

s

s
L  

па со нејзина помош се пресметува: 

(5.345)  
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)2sin(
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1
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(5.346)  
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4

1
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2

1

1

0
)(

~
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T

T

t

t
dt

t

t
dttfb

T

T

o

T

o

 

Следствено, бараниот дискретен модел во просторот на состојби на дадениот 

континуален систем (5.331) е: 
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(5.347)  )(

)2sin(
2

1

)]2cos(1[
4

1

)(

)2cos()2sin(2

)2sin(
2

1
)2cos(

))1(( kTy

T

T
kTv

TT

TT
Tkv



































  

(5.348)    )( 04)( kTvkTx   

Условот за целосна управливост на дискретниот модел (5.347) – (5.348) гласи: 

(5.349) 
 

 bAbMM
~~

  
~

det  

                         




)2sin(
2

1
)2sin(

2

1

)]2(cos)2(sin)2cos(1[
4

1
)]2cos(1[

4

1 22

TT

TTTT
 

                         0)2(sin
4

1 3  T  

од каде што непосредно следува дека тој ќе биде целосно управлив во однос на 

состојбите само и ако само: 

(5.350) ,...2,1,0   ;
2

 k
k

T


 

Од друга страна, условот за целосна набљудливост на дискретниот модел (5.347) – 

(5.348) во просторот на оригиналите е: 

(5.351)  0)2sin(8
)2sin(2)2cos(4

04
~det 


T

TTAc

c
MM  

па, оттука следува дека тој ќе биде целосно набљудлив ако и само ако важи условот 

(5.350). 
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ПРИЛОЗИ 
 

 

TABLICA NA OSOBINI NA Z-TRANSFORMACIJATA 

 

 

 

 

ТЕОРЕМА 

 

 

 

 

ОРИГИНАЛ 

 

 

Z-СЛИКА 

Теорема за 

хомогеност 
  CconstakTaf  .;   zaF  
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.,

;

21

2211
 

   zFazFa 2211   
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на z-скалата 
  CconstakTfakT  .;   TzaF 

 

Теорема за множење 

на дискретниот 

оригинал со kT  или 

диференцирање на  Z-

сликата 

 kTkTf  
 zF

dz

d
zT  

Проширување на 

теоремата за 

дифеенцирање на Z-

сликата 

   kTfkT
n

  
patin

zF
dz

d
zT











  

Теорема за делење на 

дискретниот оригинал 

со kT  или 

интегрирање на Z-

сликата 

 
kT
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kT

kTf
dw

w
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0
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1





  

Теорема за 

транслација во 

просторот на 

оригиналите во лево 
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kn zkTfzFz  



ПРИЛОЗИ 

 

282      ЗБИРКА ЗАДАЧИ ПО ЛИНЕАРНИ ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ       

 

Теорема за 

пресликување на 

конечна сума 
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Теорема за 

пресметување на 

бесконечна сума  
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Теорема за почетната 
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дискретниот оригинал 
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Теорема за крајната 
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Теорема за 

конволуција на 

дискретни оригинали 
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слики 
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Теорема за множење 

на дискретни 
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конволуција на Z-

слики 
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Парсервалова теорема 
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ТАБЛИЦА НА Z-ТРАНСФОРМАЦИОНИ ПАРОВИ 
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ТАБЛИЦА НА Z-ТРАНСФОРМАЦИОНИ ПАРОВИ-ПРОДОЛЖЕНИЕ 
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ДИСКРЕТНИ ЕКВИВАЛЕНТИ НА КОНТИНУАЛНИ СИСТЕМИ 

 

СИСТЕМ ОДЅИВ 
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